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Equations aux dérivées partielles

Série 2

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur R par

1
— st 0O<z<l1
fay=1 Ve '
’ ox si oz ¢0,1].

Soit (r,)nen~ une suite de nombres réels. On pose pour tout z € R,
+o0
flx =)
gla) =D =
n=1

Montrer que g € L'(R) mais, que g ¢ L*(R).
Exercice 2. Soient p, ¢ et r trois réels telsque 1 <p <r < q.
Montrer que

L"(RN) c LP(RY) + LYRY).

Année Universitaire 2016/2017

Exercice 3. Soit p € [1, +oo[. Soient (f,,)nen une suite de LP(RV) et f € LP(RYN).

On suppose que f, o f pp-sur RY et || full po@e) WS £l L@y

Pour n € N, on pose
gn = 2p|fn|p + 2p‘f|p - |fn - f|p

1) Montrer que g,, > 0 pour toutn € N.

2) Montrer que f, = f dans LP(RY).
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Exercice 4. Soit {2 un ouvert borné régulier de RY (N > 1). Soit f € L*(Q).
1) Montrer que les trois problemes suivants sont équivalents.
(Py) : Trouver u € H}(Q) telle que

—Au=f dans D'(Q).

(P) : Trouver u € H}(Q) telle que

/Vu(a:)Vv(x) dx = / fxw(z)dz Yo € HH(Q).
Q Q

(P3) : Trouver u € H}(Q2) qui minimise dans H{ (€2) la fonctionnelle

70) = 51Vl = [ fa)ola) da,

2) Montrer que le probleme (P;) admet une unique solution w.

3) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

IVullz2 @) < Cllfllz2 (-

Exercice 5. Soit {2 un ouvert borné connexe régulier de R (N > 1). Soit f € L?(Q).

On considére le probleme de Neumann suivant

@ =0 sur 0f).

—Au=f dans Q,
o
on

11 est clair que si le probleme (P) admet une solution u, alors u + C' est aussi solution de ce probleme pour
toute constante C' € R. Pour assurer 1'unicité de la solution, on va la chercher dans l'espace des fonctions de

H'(2) a moyenne nulle sur {2
V= {v € HY(Q), / v(x)dr = 0}.
Q

1) Montrer que si u € H'(Q) est solution du probleme (P), alors on a nécessairement la condition de

compatibilité suivante

/Q F(@)dz = 0.
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2) Montrer que V muni de la norme de H'(2) est un espace de Hilbert.

3) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

lvllar o) < ClIVullr) YveV.

4) En déduire que V est un espace de Hilbert pour la norme

[vllv = IVvllL2(0)-

5) Montrer que la formulation variationnelle associée au probleme (P) admet une unique solution u € V.

6) Si f vérifie la condition de compatibilité, montrer que le probleme (P) admet une unique solution u € V.
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Solutions des Exercices

Série 2

Exercice 1.

Ona f(z) > 0 pour tout « € R. De plus

[r@a= [ Soaw=pva =2

Dong, f € L'(R). Et comme

/Rf2(:c)dx:/olidx:+oo,

alors, f € L?(R).

La somme partielle de la série Z w est positive et croissante. Donc, en appliquant le théoreme de
n>1
la convergence monotone, on obtient
=1 X1
/g(ac) de = Z o / flx—ry)dx = Z o Il fllr @) < 4o0.
R n=1 R n=1

Dong, g € L'(R). D’ou, g(z) < 4o p.p. sur R et par suite g*(z) < +oo p.p.sur Retona

X1 X1

/RgQ(fE) dr > 2on /R(f(iﬂ — ) de =" - /1172y = +oo-
n=1 n=1

D'ou, g € L(R).
Exercice 2.

Soit f € L"(RY). On considere les deux ensembles
A={z e |f@)]>1}
et
B={zeRY; |f(@)| <1}.
Onpose g = fla et h = flp. Alors, f = g + h. Montrons que g € LP(RY) et h € LY(RY).

Comme 1 <p < r < gq,alors

[ s@ras= [ ir@prae= [ 1@rierd< [if@rias [ i@ <.

4
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et

[ @l = [ if@irde = [ i@ rae< [ @< [ @) o< oo,

Dong, g € LP(RY) et h € L(RY) et par suite f € LP(RY) 4+ LI(RY).
Exercice 3.

1) Comme la fonction réelle ¢ — t” est convexe pour p € [1, +oo|, alors

[fo = PP < (ful +1£1)7 < 2271 (1 fal” + 1F1P) < 22U ful® + | £17).

Dong, g, > 0 pour tout n € N.

2) Comme g, >0, Yn € N et g, —+> 20+ £IP p.p. sur RY, alors d’apres le lemme de Fatou
n——+00

/ liminf g, (z) dz = / 2P f(2)|P dr < lim inf/ gn(z) da.
R RN n RN

N n——+400 —+o0

D’autre part, comme || fy||1» &~ e I Il »(rvy, alors

lim inf /R gnle)de =2 / \f(2)[P dz — lim sup /]R fala) ~ F(@)P d

n—+00 RN n—+400
D’ou

/ 2P f(2)|P da < 2p+1/ |f(x)|P dx — limsup/ | () — f(2)]P da.
RN RY Y

n—-+oo

Ce qui entraine

limsup/RN |fn(x) — f(z)|P dz <O.

n—-+oo

Par conséquent

Ifn = fllLr@yy — 0.

n—+oo
Exercice 4.

1) On procede en quatre étapes.

Etape 1. (P2) = (P1).

Soit u € H{(Q) solution de (P), alors puisque D(Q) C H} (), ona

N
/QVu(m)Vap(x) dx = ;/Q g:z (x) g;i (x)dx = /Qf(a:)go(x) dx Vo € D(Q).
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C’est a dire

% 87('0 > =< f >
o oz’ O, D(Q),D(Q)= y P 2DI(Q),D(Q) -

D’ot, par définition de la dérivation au sens des distributions, on a

N 2

U
- Z < 5.2 >, D) =< I >pra)pe) -
=1 ?

C’est a dire

—Au=f dansD'(Q).

Etape 2. (P1) = (P2).

Soit u € H}(Q) solution de (Py), alors
/Q —Au(z)p(x)dx = /Qf(x)go(x) dez Ve e D(Q).
Par suite, d’apres 1'exercice 25, on a
/QVu(a:)Vap(x) dz = /Q f@)p(x)dx Vo e D(Q).
Soit v € H}(2). Par densité de D(12) dans H (), il existe une suite (¢,,),, d’éléments de D(12) telle que

on — v dans L*(Q)

n—-4o0o

et
Vin —> Vv dans (r2@)" .
D’ou
/QVu(x)Vgon(m) dx ”_>—+>OO/QVU(JC)VU(30) dx
et
/Q F@)pn@)dr — /Q F)o(z) da.
Par suite

/ Vu(z)Vo(z) dx = / fxw(z)de Yo € Hy(Q).
Q Q




Travaux Dirigés EDP/Série 2 2016-2017

Etape 3. (P3) = (P2).

Soit u € Hi () qui minimise la fonctionnelle J et soit v € Hi (). Alors

J(u) < J(u+tv) VteR.

J(u+ tv) /|Vu—|—tv V2 da — /f Y(u + tv)(x) dz

(u)—l—t/QVu(x)Vv(x) dm+5/9|Vv(x)|2 dac—t/ﬂf(ac)v(sc) dx.

Dong, pour toutt € Retv € Hj(f2), ona

(/ Vu(z)Vu(z /f )—l—i/@qu(xﬂzdsz.

En divisant cette derniére inégalité par ¢t > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

; Vu(z)Vo(z) — A fxw(z)de >0 VYo HH Q).

En divisant la méme inégalité par ¢t < 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

Vu(z)Vo(z) — [ f(x)v(z)de <0 Vo e Hy(Q).
Q Q

Ce qui prouve que u est solution de (P).
Etape 4. (P2) = (P3).

Soit u solution de (%), alors pour tout v € H{ (),

J(u+v):J(u)+/§2Vu(:c)Vv(x)dx+%/Q|Vv(x)\2dx7/ﬂf(:v)v(x)dm

(Vo (z)|? d.
Q
Ce qui prouve que u réalise le minimum de J sur H} ().

2) On pose

a(u,v) /Vu YWo(z dx—Z/a r)dr Yu,v € H}(Q)
xz ;

’L
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et
L(v) = /Qf(x)v(w) der Vv e Hi(Q).

On montre qu’il existe un unique u € H} () tel que
a(u,v) = L(v) Yo € Hi(Q).

On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram.

L'espace Hj () muni du produit scalaire (u,v)1,0 = (Vu, Vo) 2() = /QVu(a:)Vv(ac) dx est un espace de
Hilbert.

Montrons que L est une application bien définie, linéaire et continue de H}(2) dans R.

Soit v € H}(Q) C L?(Q2), alors comme f € L*(Q), I'inégalité de Holder implique que fv € L'(f2). Dong,
L est bien définie et par linéarité de 'intégrale, elle est linéaire. Reste & montrer qu’elle est continue. En

utilisant 'inégalité de Holder et I'inégalité de Poincaré (2 est borné), on obtient

()| = ] [ 1@rota)as

< fllez@llvllizz) < Clf 2@ IVollLz) = Cllf 2@ llvllne Yo € Hy ().

D’ou, L est continue sur Hj ().

Montrons maintenant que a est bien définie, bilinéaire, continue et coercive de Hg () x H}(Q2) dans R.

N
Soientu, v € H} (), alors Vu, Vv € L%() et par suite d’apres I'inégalité de Holder, VuVv = Z gg 88;} €
=1 08T

L'(9). Par conséquent, a est bien définie et par linéarité du gradient et de l'intégrale, on peut voir qu’elle

est bilinéaire. De plus, a est continue car d’apres 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Lallvllie  Vu, v e HH ().

< |ul

la(u, v)| = |(u,v)1,0

a est coercive car

a(u,u) = (u,u)0 = lulfq  Yue Hy(Q).

Ainsi d’apres le théoreme de Lax-Milgram il existe un unique u € H(Q) tel que

/Vu(m)Vv(x) dx = / f(x)v(z)dx Vv e Hi(Q).
Q Q
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C’est a dire u est l'unique solution du probleme (P) et par la suite de (Py).

3) En utilisant I'inégalité de Holder et 1'inégalité de Poincaré, on a
lullie = IVullZz ) = au,u) = [ @ulz) de

< fllz2 o llullz2 o)

S ONfllzz @ IVull 2 (o) -

D’ou
[Vaullr2(0) < Cllfllr2(0)-
Exercice 5.
1) Notons d’abord, que pour toute fonction v € H*(Q) telle que Av € L?(Q2), ona v € H?(Q) et g—z S
L*(09).

En particulier, si u € H' () est solution du probleme (P), alors Au = —f € L?(12) et par suite u € H?(Q).
On peut donc appliquer la formule de Greena u et v = 1 € H'(£). On obtient

/Qf(:c)dx:—/QAu(x)dx:— % 4.

a0 on

Comme @ = 0 sur 01}, alors

on
/Qf(m) dx = 0.

Il résulte que la condition compatibilité est nécessaire pour l'existence d’une solution du probleme (P).
2) Comme H'(Q) est un Hilbert, il suffit de montrer que V est un sous espace fermé de H'(12).

Soit (vy,)nen une suite de V' telle que

v, — v dans H'(Q).
n—+oo

Alors, comme H'(Q) — L?(2) avec injection continue, alors

v, — v dans L?().

n—-+oo

D’ou, en utilisant 'inégalité de Holder et le fait que 2 est borné, on obtient

| (vnta) = vta)) da

= / |on (@) = v(@)] dz < [|on = v[|2@)mes(Q)? — 0.
Q

n—-+o0o
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Et comme /

vp(x) dz = 0 pour tout n € N, alors / v(z)dr =0,c’estadirev € V.
Q

Q

Il résulte que V est un sous espace fermé de H'(2).

3) On raisonne par 'absurde en supposant que pour tout n € N, il existe une suite (w,,)nen d’éléments de
V telle que

lwn || 51 Q) > nl[Vwn || L2(0)-

Wn,

Quitte a considérer la suite v,, = yonav, €V vneN, |vgiq =1VneNet|Vu,|r2q —

Hwn”Hl(Q) n—+00
0. En particulier, la suite (v,,),en est bornée dans H' (). Donc, comme H'(Q2) — L?*(Q) avec injection com-

pacte (d’apres le théoréme de Rellich-Kondrachov), il existe une sous suite extraite (v,, )xen qui converge

dans L?(Q), c’est a dire qu'il existe v € L?(Q) telle que

||Un,C — UHLz(Q) k~>—+>oo 0.

Et comme par hypothese

||vvnk ||L2(Q) njoc 0,

alors, la suite (v, )ken est une suite de cauchy dans H 1(Q) et donc converge nécessairement vers v dans
H' (). Par passage a la limite, on obtient v € V (car V est fermé dans H'(Q)), ||v|| g1 (o) =1 et |Vv[|r20) =
0. Ce qui donne Vv = 0 sur ) et comme {2 est connexe, alors v est constante sur 2. Or v € V, d’ou,
nécessairement v = 0 sur €2. Or ceci contredit le fait que ||v|| 51 (o) = 1.

4) En utilisant la question 3 et la définition de la norme de H'(2), on obtient
||1)HH1(Q) < OHVUHLZ(Q) = C”UHV < CHU”Hl(Q) pour toutv € V.

Donc, les deux normes ||.||v et [|.|[ g1 (o) sont équivalentes dans V. Par suite, V est un espace de Hilbert pour
la norme ||.||v.

5) Formellement, on multiplie 'équation vérifiée par u par une fonction test v, on obtient

_/acz ngdo—k/QVu(x)Vv(x) dx:/Qf(x)v(x) dx.

10
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En utilisant le fait que Z—Z = 0 sur 012, on déduit que

/QVu(a:)Vv(x) dxz/ﬂf(x)v(a:) dx

La formulation variationnelle s’écrit : trouver u € V tel que
/ Vu(z)Vu(z) de = / f(x)v(z)dz pourtoutv e V.
Q Q

On pose

a(u,v) = /Vu( YWVo(z dfo/ax (% z)dr Yu,veV

et
= / fl)v(zr)de YvelV.
Q

On montre qu’il existe un unique v € V tel que
a(u,v) = L(v) YveV.

On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram.

D’apreés la question 4, 'espace V' muni du produit scalaire (u, v)y = (Vu, Vv)r2(q) = /Q Vu(z)Vo(z)dx est
un espace de Hilbert.

Montrons que L est une application bien définie, linéaire et continue de V' dans R.

Soitv € V. C H'(Q) C L*(Q2), alors comme f € L*(Q), I'inégalité de Holder implique que fv € L'(Q).
Dong, L est bien définie et par linéarité de 1'intégrale, elle est linéaire. Reste a montrer qu’elle est continue.

En utilisant I'inégalité de Holder et les questions 3 et 4, on obtient

-

D’ot, L est continue sur V.

<Az llvlizz@) < Ifllz@ vz @) < Cllfllzz@llvllv: Vo e V.

Montrons maintenant que a est bien définie, bilinéaire, continue et coercive de V' x V dans R.

ou Ov

Soient u, v € V, alors Vu, Vv € L% () et par suite d’apres I'inégalité de Holder, VuVv = Z 9z, Dr.

11
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L'(9). Par conséquent, a est bien définie et par linéarité du gradient et de l'intégrale, on peut voir qu’elle

est bilinéaire. De plus, a est continue car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
la(u, 0)] = |(u, v)v| < [ullv vl Yu,veV.

a est coercive car

a(u,u) = (u,u)y = |[ul}  YueV.
Ainsi d’apres le théoreme de Lax-Milgram il existe un unique v € V' tel que
/ Vu(z)Vo(z) de = / f@)v(x)de VYveV.
Q Q

6) Montrons que la solution unique u € V' du probleme variationnel

/ Vu(z)Vo(z) de = / f@)v(x)de YvelV,
Q Q

est une solution du pobléme (P).

1

i H'(Q), al =v—- ———
Soitv € H'(Q2), alors v; = v mes()

/ v(z)dx € V. Donc, d’apres la formulation variationnelle
Q

/Q Vu(z)Vui(z) de = /Q f(z)vy(x) de.
C’est a dire

Vu(z)Vo(z) de = f(x)v(x)d:vf;g v@)de [ f@)da.
Q Q mes(Q) Jo Q

En utilisant la condition de compatibilité vérifiée par f, on obtient
/ Vu(z)Vo(z)dx = / f(z)v(z)de Yve H(Q).
Q Q
En particulier, pour tout ¢ € D(Q2) C H'(Q2), on a

/Q Vu(z)Ve(z) dr = /Q F@)p(z) da.

Donc

< —Au, o >=< fio > Yo € D(Q).

12



Travaux Dirigés EDP/Série 2 2016-2017

Par suite

—Au=f dans D'(Q),

et comme f € L?(Q), alors Au € L?(Q2) et
—Au=f pp.sur.

Il reste a retrouver la condition sur la frontiere. On a

7/ Au(z)v(z) dx = / f(@)v(z)de Vv e HY(Q).
Q Q
En appliquant la formule de Green (car u € H*(Q), Au € L?() et Z—Z € L?(052)), on obtient

_ aﬁvg u(z)Vo(z) dx = z)v(z)dx v 1
agand+/S)V()V()d /Qf()()d Vo € HY(Q).

Ce qui donne

ou
—vdo = H'(Q).
/652 anvda 0 YveH (R

Or vo(H'(R)) = HY/?(0Q) est dense dans L?(912). Ce qui entraine

ou
—wvdo = L?(09).
/89 anvda 0 WveL*(09)

Ce qui prouve que ? = 0 dans L?(92) et donc presque partout sur 0f2.
n

13



