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Filiéres SMP2/SMC2 Année Universitaire 2017-2018

Travaux Dirigés : Analyse II

Série 2

Exercice I. Résoudre les équations différentielles suivantes.
1) (z—-1)y =2y =0;

2) ¥y =(1-y)(2-y);

3) xy =x+y;

4) 2zyy’ = y? — 2?;

5) 222y +y=1;

6) ¥y sinx —ycosz =x;

N (z+1)y —y=Inz.

Exercice II.

1) Calculer /ez(x —1)dx.

2) On considere la fonction g définie sur R par g(z) = (z — 2)e”.

2.1) Montrer que f(z) = e "g(x) est solution de 1’équation différentielle
yt+y=a-1 (B)
2.2) Montrer que la solution générale y de I'équation (E) s’écrit sous la forme

y(x) =ke "+ f(x), aveckeR.



Travaux Dirigés Analyse II/Série 2 2017-2018

2.3) Déterminer la solution de I'équation (E) pour laquelle 'image de 1 est 0.

Exercice III. Soit f une fonction continue sur [0, +oo[ telle que

3

x/ozf(t)dt: 2/Owtf(t)dt, pour tout z € [0, +00].

1) Montrer que
2 x
/ f)dt sixz>0,
0

z
0 six=0.

fz) =
2) Montrer que f est solution de 1’équation
zy —y=0; (E)

3) Donner l’expression de f en fonction de x.

Exercice IV. Déterminer toutes les solutions de I'équation de Bernoulli suivante en précisant leurs domaines
de définition.
vy +y =y’
Exercice V. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes.
1) ¢ +2¢y =4;
2) y' +y —2y=222—-2x+4;
3) ¥’ + 6y + 9y = a?e*”;
4) y" +y =cos2x;

5) ' +2y +5y=e" (2 cos(2x) — 3sin(2x)).
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Solutions des Exercices

Série 2

Exercice I.

dy 2y
1 —1 ,—2 :0:> /:—: .
) (z=1)y' =2y V==

C’est une équation a variables séparées.

Ona

dy 2y dy 2dx
- — =
de z=—1

Y z—1
d
é/iy:/ 2dx
Y r—1

= In|y| =2In|z — 1| + cte

_ e21n \zfl\ecte

2)y' =(1-y)2-y).
C’est une équation a variables séparées (plus exactement elle est autonome).
Ona

Yne-n=

dy
(1-y)(2-y)

= [a ey =/
- () o= [

=-—In|l—y|+In|2—y|=2+cte=1n

=dx

2—y
11—y

’zx—!—cte

2 — 2 —
:>’ Y :ewecte:> y:iectee;v
1-y I-y
9
éiyzcez; CeR
-y
Ce* —2
sy=———; CeR
Y Cer — 1
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3) a:y’:x+y:>y':1—|—g.
x

C’est une équation homogene de la forme y' = f (g> avec f(t) =1+t.
x

d
On pose u = Y alors y=uzx et 0 2% 4w Par suite,
T dx dx

d d
x—u+u:f(u):l+u:>du:—x

dx T
:>/du: dx

X

=u=Ilz|+C; CeR.

Donc

y=ur=z(nlz|+C); CeR.

1
4) 2xyy’=y2—w2=>y/:§(g—1> (1+x).

T Y
, 3 . N , y 1 1 t2—1
C’est une équation homogene de la forme y :f(f) avec f(t) = 5(t—1)(1+¥) =5
x
Yy dy du .
Onpose u = = alors y = ux et —— = x—— + u. Par suite,
T dx dx
du+ ) u2—1:> du  u?—1 —u? -1
r—+u= f(u) = r— = —u=——
dx 2u dz 2u 2u
—2u dx
2 du= =
w21
dx 2u
Y el
T /u2+1 Y
= Injz| = —In(u? + 1) + cte
:>‘ |_ cte —1n(u2+1)_ ecte
x| =e“e =
C
zrx=——; CeR.
T
Donc
Cu
= =—; Cek
y=zxu WO

En remplacant v par ¥ , on obtient
x

Y 4+22-Cx=0; CeR.

D’ou,

y—\Co—a% CeR
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5) 222y +y=1.
C’est une équation linéaire.

On commence par résoudre 'équation sans second membre 222y +y = 0.

Ona
dy -y
222 ¢/ =0=¢y =2 =—=
Yty y de  2z2
d

L%y _ _dw

Yy 2
dy dx
y 2

1
:>1n\y|:%—|—cte

§ 1
cteez—m

= lyl=e
=y = e e,
Donc, la solution générale de 1’équation sans second membre 2z%y’ +y = 0 est
yn(x) = ke?s; keR.

On cherche une solution particuliére de I'équation 222y’ +y = 1 de la forme

On calcule y;, et on remplace dans I'équation 22°y’ 4+ y = 1, on trouve que

-1

yp(x) = s / (;% dr = eTem = 1.

2

Dongc, la solution générale de 1'équation 2z%y' +y =1 est
y(x) = yn(z) + yp(x) = ke +1; keR.

6) y'sinz — ycosx = .
C’est une équation linéaire.

On commence par résoudre I'équation sans second membre y'sinx — y cosx = 0.
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Ona

d coszT
y’sinx—ycosx:0:>y’:7y: ye
dx sinx

d cos ¥
= . dx

Y sinx

d
L[l [y,
Y sinz

= Inly| = In(| sinx|) + cte

= |y| — ecteeln(|sinx|) — eCte\sinx\

=y = +e“sinx.
Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre y’sinz — ycosz = 0 est
yp(x) = ksinz; keR.
On cherche une solution particuliere de I'équation y'sinx — ycosz = = de la forme
yp(x) = k(z)sinz.

On calcule y,, et on remplace dans I'équation y'sinz — y cosz = x, on trouve que

yp(x) = sinx/ 332 dx.
sin” x

D’autre part, on a

-1 - 1
/ﬂ d:v:/x dr = er/ dx
sin” x tanx tanx tanx
_ +/c.osa:dx
tanx sinx

+ In(] sinz|).

tanx
Il résulte que
—x
o In(lsi _ (i .
yp(x) =sinz (tanx + In(| smx|)) x cosz + sinz In(] sin z|)

Par conséquent, la solution générale de 1’équation y’sinz — ycosz = = est

y(z) = yp(x) + yp(x) = ksinz — xcosz + sinz In(|sinx|) = —zcosz + (k + In(| sinx|)) sinz; keR.
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N (z+1)y —y=Inuz.
C’est une équation linéaire.

On commence par résoudre 1’équation sans second membre (z+ 1)y’ —y = 0.

Ona
dy Yy
1 I :Oé = 2 —
@+ Dy —y Y dr z+1
@_ dx
y x+1

/dy / dx
= < =

Y z+1
= In|y| =In|z+ 1| + cte

= |yl = e|z + 1

=y =de(z+1).

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre (z + 1)y —y =0 est

On cherche une solution particuliere de 'équation (z + 1)y’ —y = Inz de la forme

yp(x) = k() (2 +1).

On calcule y,, et on remplace dans 'équation (z + 1)y’ —y = Inz, on trouve que

Inx

yp(x) = (x + 1)/(1’—1—1)20{%

D’autre part, on a

Inz 1 —Ingz 1

—Inz / 1 1

= + — = dz
r+1 r x+1
—Inz

—Inz T
= 1 —1 1) = 1 .
x+1—|—nx a(z+1) x+1+n<x—|—l>

Donc

@) = @+ ) (222w () = ek e om (2.
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Par suite, la solution générale de I'équation (z + 1)y’ —y = Inz est

y(z) = yn(2) + yp(z) =k(z +1) —lnz + (z + 1)In (&) . keR

Exercice II.

1) / e®(x — 1) dz est une primitive de la fonction e”(x — 1). On a

/ex(as C1)dy = /(ex)'(:r C1)dz = (1) — /er do

=e(z—-1)—e"+C=€"(x—-2)4+C; CeR.

2.1) Soit g(z) = (x — 2)e”; = € R. La fonction g est une primitive de la fonction e”(z — 1) sur R.
Ona f(z) =e *g(x) =z — 2. Dong, f estdérivablesur Retona f' + f =1+ x — 2 = x — 1. Par suite, f est
solution de I'équation y’ +y = = — 1.

2.2) On commence par résoudre 1’équation sans second membre 3’ + y = 0.

d
y’+y=0$y':—y:—
dx
d
=Y _ g
Y
d
ﬁ/—y:f/dx
Y .
=Inly| = —z +cte

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre 3’ + y = 0 est

yn(x) = ke™™; kel

On cherche une solution particuliere de I’équation 3’ + y = z — 1 de la forme
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On calcule y;, et on remplace dans I'équation y' + y = = — 1, on trouve que
yp(x) = e‘x/ez(x —1)dz =e "g(x) (car g est primitive de e”(xz — 1))
= f().
Par suite, la solution générale de 1'équation 3y’ +y =z — 1 est
y(z) = yp(x) + yp(x) = ke ™ + f(x); keR.
2.3) Soit y la solution de (E) telle que y(1) =0.Ona
y(1)=0=ke '+1-2=0=ke ' =1=k=ce.

Dong, y(z) = !~ + f(z) = e!7® + 2 — 2 est solution de (E) telle que y(1) = 0.
Exercice III.
1) On pose

F(m):/oxf(t)dt et G(x):/owtf(t)dt.

Alors,

Comme f est continue sur [0, 400, alors les deux fonctions F et G sont dérivables sur [0, +oo[ de dérivées
respectives F'(z) = f(z) et G'(x) = z f(z) pour tout x € [0, +oc0|.

Soit z € [0, 400, alors
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xT

Dong, pour tout z > 0, f(z) = 2F(a;) = g/ f(¢)dt.
T Jo

D’autre part, comme f est continue en 0, F/(0) = 0, F est dérivable en 0 et F’'(0) = f(0), alors

£(0) = Tim f(z) = lim 22 _

z—0 z—0 T z—0 z—0

= 2F"(0) = 2/(0).

Par suite, f(0) = 0.
2) On a pour tout z € [0, +oo|, zf(z) = 2F(x).

Soit x € [0, +o0], alors

Dong, f est solution de I'équation =y’ —y = 0.
3) L'équation =y’ —y = 0 est linéaire sans second membre.

Ona

xy —y=0=>y =-—==

_dy_dr

y x
d d
ST
y T
= In|y| = In|z| + cte

= [yl = e[z

=y = FeCy.
Dong, la solution générale de I’équation 3y’ —y = 0 est
y(z) = kx; keR.

I résulte que pour tout x € [0, +oo|, f(x) =kz; keR.

10
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Exercice IV.
On veut résoudre I'équation de Bernoulli ¢’ + y = zy°.
On a y = 0 est solution de I’équation de Bernoulli.

On cherche maintenant une autre solution non identiquement nulle. On a

sy +y=ay’ =>zyy P Hyy P =2

_ (1l ’+ 1

el — =
2 \y?) ¢

On pose u = " alors on se ramene a résoudre 1’équation linéaire

_—xu’—&—u—x
5 = 7.

. ) : —x
On commence par résoudre 1'équation sans second membre —u' + u = 0.

2
-z , , du 2u
_— :O = — = —
2u+u = u dr -
d 2
=>—u:fdm
U T
d 2
= —u:/fdx
U T

= Inju| = 2In|z| + cte
= |U| _ ect6621n\w\ _ GCteI2

= u = +eCz?
. . ‘s . —x
Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre 71/ +u =0 est
up(r) = kaz?; keR.

. . . P . -
On cherche une solution particuliere de 1’équation TU/ +u =z de la forme

/ 74 : T
On calcule u;, et on remplace dans I'équation 5 U +u = z, on trouve que

-2 2
_ .2 _ .24 _
up(z) =2 /x2 de =z ;—Qm

11
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Par suite, la solution générale de 1’équation %xu’ +u=ux est
u(r) = up () + up(v) = kz? +2x; keR.

D’autre part, pour k € R, on consideére l'intervalle réel I, défini par

[ sik=0,
I — }0,%2[ si k < 0.
}foo,_2{u]0,+oo[ si k> 0.

1
Comme u = — = kx? + 2z et kx? + 2z > 0 pour tout « € Iy , alors les solutions de I'équation de Bernoulli
Y

sont de la forme

1 -1
r) = ——— ou X)) = —/—— our tout x € Ij.
y(x) Vkx? + 2z y(z) Vkx? 4+ 2z P b
Exercice V.
1)y +2y =4.

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + 2y’ = 0.
L'équation caractéristique est A\? + 2\ = 0.
Elle admet deux racines réelles A\; = 0 et Ay = —2.

Dong, la solution générale de 1'équation sans second membre est

yh(l‘) =4 el + Csy —— Ci+ Oy 6_2$; Cq, Cy € R.

Le second membre de I'équation complete 3”42y’ = 4 est une constante (c’est a dire un polynéme de degré
0) et on a 2 # 0, alors on cherche une solution particuliére de la forme y,(z) = az; a € R.
On calcule y,(7) et y, (z) et on remplace dans I'équation y” + 2y’ = 4, on trouve que a = 2.

Dong, la solution particuliere de 1’équation compléte est

Yp(z) = 2z.

Par conséquent, la solution générale de 1'équation y” + 2y’ = 4 est

y(@) = yn(x) + yp(z) = C1 + Cy e 2 422, C1,Cy €R.

12
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2) v +y —2y=22%—2x+4.

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + ¢’ — 2y = 0.
L'équation caractéristique est A\> + A — 2 = 0.

Elle admet deux racines réelles distinctes \; = 1 et Ay = —2.

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est
yn(z) =Cre® +Chre 2 (O, Cy €R.

Le second membre de I'équation y” + ' — 2y = 22% — 2z + 4 est un polyndme de degré 2 et on a —2 # 0,
alors on cherche une solution particuliere de la forme y,(z) = Q2(x) olt Q2 est un polyndme de degré 2,
cestadire y,(z) = az? +bx+¢; a, b, ceR.

On calcule y;,(x) et /() et on remplace dans I'équation y” +y' — 2y = 22* — 2z + 4, on trouve
—2az? +2(a — b)x 4+ 2a + b — 2¢ = 22? — 2z + 4.

On obtient par identification a = —1, b =0 et ¢ = —3.

Dong, la solution particuliere de 1’équation compléte est
yp(a) = —(a* + 3).
Par conséquent, la solution générale de I'équation y” + ' — 2y = 22% — 2z + 4 est
y(x) = yn(z) + yp(z) = Cre* + Coe™* — (2> +3);  C1,C2 €R.

3) v + 6y’ + 9y = x%e2”.

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + 6y’ + 9y = 0.
L’équation caractéristique est A% + 6\ + 9 = 0.

Comme A = 0, alors elle admet une racine réelle double A = —3.

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est

yn(z) =% (0196 + 02); C1,C2 e R

13
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Le second membre de I'équation y” + 6y’ + 9y = 2%e?® est de la forme e™* P, (x) avecm = 2 et n = 2.

Comme 2 n’est pas racine de 1'équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliere de la

forme y,(z) = €2* Q2(z) out Q2 est un polyndme de degré 2, c’est a dire
Yp(z) = €** (az® + bz +c); a, b ceER.

On pose u(z) = ax? + bz + c. Alors, y,(z) = €>* u(x).

On calcule y,(x) et y, () et on remplace dans I'équation 3" + 6y’ + 9y = x?¢**, on trouve

25ax? + (20a + 25b)x + 2a + 10b + 25¢ = 22

1 —4 6
btient identificati = —, b=—c¢ctc=—.
OI’IO 1en parl entiricatuon a 25, 195 et ¢ 625
Donc
1, 4 6
u@) = 357"~ 1557+ Go5

Par suite, la solution particuliere de ’équation compleéte est

yp(2) = e* u(z) = ** ixQ - ix + 6 = ﬁ(%ﬁ — 20z + 6).
P 25 125 625 625

Par conséquent, la solution générale de 1'équation y” + 6y’ + 9y = 2%e?® est

2z

y(z) = yp(x) + yp(z) = 737 (C’lx + Cg) + 275 (25x2 — 20z + 6); Cq,Cs €R.

4) y’ +y = cos2z.

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” 4+ y = 0.
L’équation caractéristique est A2 + 1 = 0.

Elle admet deux racines complexes Ay =i et Ay = —i.

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est
yn(x) = Cy cos(x) + Cy sin(z);  Cy,C € R.

Le second membre de I'équation y” + y = cos 2z est de la forme e”* cos(wz) avec m =0 et w = 2.

Comme 2i n’est pas racine de 1’'équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliere de la

14
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forme

yp(x) = Acos(2z) + Bsin(2z); A,BeR.
On calcule y,(x) et y, (z) et on remplace dans I'équation y” + y = cos 2z, on trouve
(3A + 1) cos(2z) 4+ 3Bsin(2z) = 0.

Ceci implique en utilisant le fait que les deux fonctions cos x et sin x sont linéairement indépendantes, que
A="Letn=0

=3 =0.
Dong, la solution particuliere de 1’équation compleéte est

la) = —22)

Par conséquent, la solution générale de 1’équation 3" + y = cos 2z est

2
y(x) = yn(x) + yp(x) = C1 cos(z) + Cy sin(x) — COS; I); C1,05 € R

5 y'+2y +5y=e" (2 cos(2z) — 3sin(2x)).

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + 2y’ + 5y = 0.

L’équation caractéristique est A\? + 2\ + 5 = 0.

Comme A = —16 < 0, alors elle admet deux racines complexes A\; = —1 +2i et Ay = —1 — 24.

Donc, la solution générale de 1’équation sans second membre est
yp(x) =77 (01 cos(2z) + Cy sin(2x)); C1,Cy € R

Le second membre de I'équation y” + 2y’ +5y = e~ 7 (2 cos(2z) —3 sin(2m)) est de la forme e™* (2 cos(wz) —
SSin(wx)) avec m=—1 et w=2.

Comme —1 + 2i est racine de I'équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliere de la
forme

yp(x) = ze™® (A cos(2z) + Bsin(?x)); A, BeR.

On pose z(z) = a:(A cos(2zx) + Bsin(2a:)). Alors, y,(z) = e™* z(z).

On calcule y,,(x) et y, (x) et on remplace dans I'équation y” + 2y" + 5y = e (2 cos(2zx) — 35111(233)), on

15
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trouve
(43-—2)c042x)+-(3-—4A)snm2x):(1
Ceci implique en utilisant le fait que les deux fonctions cos x et sin « sont linéairement indépendantes, que

3 1
A=" et B=—.
1° 2

Donc
3 1 .
z(x) = x| = cos(2z) 4+ = sin(2x) | .
4 2
Par suite , la solution particuliéere de I'équation complete est
—x —x 3 L.
yp(x) = e " z(x) = we 1 cos(2zx) + 5 sin(2z) | .
Par conséquent, la solution générale de 1'équation y” + 2y’ + 5y = e™* (2 cos(2z) — 3 sin(2x)> est
— . 2 (3 1 .
y(@) =yn(x) +yp(z) =" (Cl cos(2z) 4+ Cy sm(2x)> +xze” (4 cos(2x) + 3 sm(2x)) ;o 1,0 eR

D’ou

y(z) = e [ (ix + 01) cos(22) + (5 +Cs) Sin(?z)} . O, ChER.

16



