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Série 2

Exercice I. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1) (2?2 +1) y +2y=0; Q)xy’:y(l—i-ln(g));
x
3)y +y=¢e" +sinz; 4) (z+1)y —y=Inz.

Exercice II.

1) Calculer /ew(m —1)dx.

On considere la fonction g définie sur R par g(z) = (z — 2)e”.

—X

2) Montrer que f(z) = e “g(z) estsolution de I'équation différentielle
yHy=xz-1 (E)
3) Montrer que la solution générale y de 1’équation (E) s’écrit sous la forme

y(x) =ke ™™ + f(z), aveckeR.

4) Déterminer la solution de I'équation (£) pour laquelle I'image de 1 est 0.
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Exercice III.

1) Résoudre I'équation différentielle suivante.

Y =2y+8 (E)

Soit f une solution de 1’équation (E).

2) a) Montrer que la fonction g définie par g(x) = = f(z) est solution de I'équation différentielle suivante.
zy — 2z + 1)y =282% (FEy)

b) Déduire toutes les solutions de 1'équation (E5).
3) Déterminer la solution i de I’équation (E3) dont la représentation graphique dans un repére donné passe

par le point A(In2,0).

Exercice IV.
Résoudre I'équation de Bernoulli suivante.
zy +y =y Inz.
Exercice V. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes.
1) y'+2y =0.
2) ¥y’ +9y =0.
3) y'+2 +y=2
) y'+y+y=2+z+1
5) v +y — 2y = 2%e 2,

6) y"+ 2y + 5y = e (2cos(22) — Bsin(2r) ).
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Solutions des Exercices

Série 2
Exercice I.
1) (22 +1) Y try=0=y = —— y.
2 +1

C’est une équation a variables séparées.
Ona

dy —x dy —x

- = = —= dz

dr  z2+1 Y y  xZ+1

dy T -1 2z
—=—| ——de=— | ——d
Y /m2+1 v 2 211

-1
:>1n‘y|:71n($2+1)+0t6:—1n< w2—|—1)—|—cte

= |y| — e~ 111(\/12—0—1)66156
1
-+ cte
=Y € eln(\/zz+1)
C
=Y = —F—; C eR.
2
2 4+ 1

oy en(ion(2)) == L(1m(2)

C’est une équation homogene de la forme y' = f (%) avec f(t) =t(1+Int).

d d
On pose u = Y alors y=uzx et S0 — 2% . Par suite,
x dx dx

d d
x—u—i—u:f(u) =u(l+Inu) = 2 =u(l+lnu) —u=ulnu

dx dz
du 7d7x
ulnu =z

/ du dx
= = =
ulnu T

d d(1
:>1n|x\:/17u+cte:/ (Inw) +cte =In(|Inu|) + cte
ulnu

Inwu

= |I| — 6ln(|1nu\)eci§e _ BCtEHHU‘
shu=Czx; CeR=u=¢"% CecR.

Donc

y=ux =ze’"; CeR.
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3) ¥ +y=e"+sinz.
C’est une équation linéaire.
On commence par résoudre 1’équation sans second membre ¢y’ + y = 0.

Ona

d

—y:f/dx

Y
=Inly| = —x +cte

= |y| — ectee—x
=y = e ",
Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre 3’ +y = 0 est

yn(x) = ke™™; kel

La solution particuliere de I'équation y' +y = e” + sinz est de la forme

On calcule y,, et on remplace dans I'équation y’' +y = e” + sinz, on trouve que

yp(x) =€ /(e”” +sinx)e” dx

:efm/ewdz+671/sinxez dx
6227
—e 7 (2> —l—e_'”/sinane'1c dx

eZI/‘
=5 —|—e*w/sinme"’”dx
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D’autre part, on a

/sinxez dx = /(ex)’sinxda: =e"siny — /e“" cosz dx
=e"sinz — /(e“’)’cosxdw
=esinx — e® cosx — /eI sinz dx
=" (sinz — cosx) — /em sinz dx
Donc
Z/Sinace"C dx = €” (sinx — cosx) .
Ce qui implique
61}
/sinxem dx = 5 (sinz — cosx).

11 résulte que

sinx — cosx
yp($)=3+f

Par conséquent, la solution générale de I'équation y' +y = e” + sinz est

e’ sinx —cosx
Y(@) = yn(@) +yp(@) =ke "+ 5+ —————; keR

4) (z+ 1)y —y=Inz.
C’est une équation linéaire.

On commence par résoudre I'équation sans second membre (z+ 1)y’ —y = 0.

Ona
dy y
Dy —y=0=y = -2 =
(z+1)y —y e
d7y_ dz
x4+

Yy
d d
e
Y z+1
= Inly| =In|z + 1| + cte = In(x + 1) + cte

= |yl = e (z + 1)

=y =+e(z +1).
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Dong, la solution générale de I’équation sans second membre (z + 1)y’ —y =0 est

La solution particuliére de ’équation (z + 1)y’ — y = Inz est de la forme
yp(x) = k(z)(2 +1).

On calcule y,, et on remplace dans 'équation (z + 1)y’ —y = Inz, on trouve que

Inx

wia) = (o+1) [ e

D’autre part, on a

Inz 1 —Inz 1
/<x+1)2d:c/((x+1) ) o dr = +/x(x+1)dx

—Inz / 1 1

= + — = dz
r+1 r x+1
—Inz

—Inz T
= 1 —1 1) = 1 —_— .
x+1—|—nx a(z+1) x+1+n<x—|—l>

Donc

yp(z) = (z +1) (xff +1In <xi1>) = —Ihz+(z+1)hn <xi1>

Par suite, la solution générale de I'équation (z + 1)y’ —y = Inx est
y(x) =yn(x) +yp(z) =k(z+1) —Inz+ (x +1)In (xf—l) ;. keR.

Exercice II.

1) / e®(x — 1) dz est une primitive de la fonction e”(x — 1). On a

/er(x C1)de = /(er)'(a: C1)dz = (1) — /er dx

=e"(z—1)—e"+C=e"(z—-2)+C; CeR

2) Soit g(z) = (z — 2)e”; « € R. Lafonction g est primitive de la fonction e*(z — 1) sur R.

Ona f(z) =e *g(x) =2 —2.Dong, f est dérivablesur Retona '+ f =1+ x — 2 =z — 1. Par suite, f est
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solution de I'équation y’ +y = = — 1.

3) On commence par résoudre 1’équation sans second membre 3’ +y = 0._

dy
Yry=0=y'=_"=-y
d
A
Yy
d
=>/—y:—/d;v
Y
= In|y| = —x + cte

Dong, la solution générale de I'équation sans second membre 3y’ 4y = 0 est

yn(x) =ke™®; keR

La solution particuliere de I'équation y' +y = e” + sinz est de la forme

Par suite, la solution générale de 1'équation 3y’ +y = — 1 est

y(z) = yp(x) + yp(x) = ke ™ + f(x); keR.

4) Soit y la solution de (E) telle que y(1) =0.0Ona

y(1)=0=ke '+1-2=0=ke ' =1=k=c.

Dong, y(z) = '™ + f(z) = e!7® + 2 — 2 est solution de (E) telle que y(1) = 0.
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Exercice III.
)y =2y+8=9y —2y=8.
C’est une équation linéaire.

On commence par résoudre 1'équation sans second membre 3" — 2y = 0._

d
Y -2y =0=y =2 =2
dz
d
=Y —2dx

Y
d
= / W 2 / dx
Yy
= Inly| = 2z + cte
= |y| _ ecte62:c
=y = +e e,
Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre 3’ +y = 0 est

yn(z) = Ce*™;  CeR.

La solution particuliere de I'équation 3y’ — 2y = 8 est de la forme

On calcule y,, et on remplace dans I'équation y' — 2y = 8, on trouve que
e—2w
yp(x) = 62;8/86_2;8 dx = 8e** (2) =—4.
Dong, la solution générale de I'équation y’ — 2y = 8 est
y(z) = yn(x) + yp(z) = Ce* —4; C €R.
2)a) Soit g(z) = xzf(x) avec f solution de I'équation (E7). On a
vy =2+ 1) g=a(f+af) - (2e+1)af

=af +2°f —22°f — xf

=22(f' —2f) =8z (car f estsolution de (F})).
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Dong, la fonction g est solution de I'équation (Es).

b) Utilisant le fait que f(z) = Ce** —4; C € R est solution générale de 1'équation (E1), alors les solutions

de I'équation (E5) sont de la forme

3) Soit h solution de I'équation (E3). Alors, h(z) =« (Ceh - 4).

Comme A(In2,0) € Cy, alors h(In2) = 0, C'est a dire, ln2(062 m2 4) — 0. Par suite, C' = 1.
Il résulte que h(z) = x(eh - 4).

Exercice I'V.

On veut résoudre I'équation de Bernoulli 2y’ +y = y* Inx.

Ona y = 0 est solution de I'équation de Bernoulli.

On cherche maintenant une autre solution non identiquement nulle. On a

1 1
asy’+y:y2lnx:>y/+*y= S
T T
1 Inz
=yy i Yy =
T T
v 1 Inx
== +oy =
T T
v 1 —Inz
) = Ly e
T T
-1 1 s Ve e
Onpose u=y = ; alors on se ramene a résoudre 1'équation linéaire
, 1 —Inzx
u ——u= .
T T

. . . 1
On commence par résoudre 1'équation sans second membre v — —u = 0._
T

d 1
W cu=0=u = = 2y
x dr =«

du_dic

u x
/du dx
= [ —=[=
u x
= In|u| =In|z| + cte = Inx + cte

= |u| = ez = u = e .
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. . 1
Dong, la solution générale de 1'équation sans second membre v’ — —u = 0 est
x

up(z) =kx; keR.

-1
ne est de la forme

1
La solution particuliere de 1'équation v’ — —u =
x

, .. . , 1 —Inz
On calcule u;, et on remplace dans I'équation v’ — —u = ——, on trouve que
x

x
Inz
up(x) = —x — dz.

D’autre part, on a

Inz _1v/ Inz 1
/?dx:—/(x ) lnmdx:—7+/ﬁdx

~ Inz 1
oz x
Donc
Inz 1
=—a(——-——-) =1 1
up(x) ( e ) nx+
. . 2.2 74 . ! 1 - ln z
Par suite, la solution générale de 'équation v’ — —u = est
x T

wx) =up(z) +up(z) =kx+nzr+1; kel

Par conséquent, la solution générale de 1’équation de Bernoulli est

I 1 ]
u(z)  kr+Inz+1’

y(r) = k € R.

Exercice V.

1) y"+2y =0.

L’équation caractéristique est A\? + 2\ = 0.

Elle admet deux racines réelles \; = 0 et \y = —2.

Dong, la solution générale est

y(l) =0 e’ + Cy e 2 = C1+ Cy 672:”; Ci, Cy €R.

10
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2) y”" +9y =0.
L'équation caractéristique est A\* + 9 = 0.
Elle admet deux racines complexes conjuguées, A; = 3i et Ay = —3i.

Donc, la solution générale est
y(x) = €° (Cl cos(3x) + Cs sin(3x)> = (Cl cos(3x) + Cs sin(?)x)); Cq, Cy €R.

3y +2y +y=2.

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + 2y’ +y = 0.
L’équation caractéristique est A% + 2\ + 1 = 0.

Elle admet une racine réelle double A = —1.

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est
yp(x) =e™" (01 T+ 02); Ci, Cy €R.

Comme 2 est une solution constante évidente de I'équation y” + 2y’ + y = 2, alors la solution générale de

cette équation est

Ny +y +y=a>+x+ 1.
On commence par résoudre 1'équation sans second membre y” + 1y’ +y = 0.

L'équation caractéristique est A\> + A +1 = 0.

Comme A = —3 < 0, alors elle admet deux racines complexes conjuguées
—1+iV3 ~1-iV3
)\1 == # (S )\2 = #

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est

yn(x) = e /2 (Cl cos (?1) + Cysin (?m)) ;o C1,05€eR.

Le second membre de 'équation 3" +y' +y = 22 + 2 + 1 est un polyndme de degré 2 etona 1 # 0, alors on

cherche une solution particuliere de la forme y,(z) = Q2(z) ot Q)2 est un polyndme de degré 2, c’est a dire

11
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Yp(r) =az’ +bx+c; a, b ceER.

On calcule () et y)(x) eton remplace dans I'équation y” +y' + y = 2° + = + 1, on trouve
ar® + (2a+b)xr+2a+b+c=a"+z+1.

On obtient par identification ¢ =1, b = —1 et ¢ = 0.

Dong, la solution particuliere de 'équation compleéte est

Par conséquent, la solution générale de I'équation y” +y' +y = 2% + x + 1 est

y(z) = yn(x) + yp(z) = /2 <C’1 cos (?z) + Cysin (?Cﬂ)) +a—a; C,C,€R

5) v +y — 2y = x2e 2",

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + ¢’ — 2y = 0.
L’équation caractéristique est A + X\ — 2 = 0.

Comme A = 9 > 0, alors elle admet deux racines réelles distinctes A1 = 1 et Ay = —2.

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est

yh(.%‘) =C1e" + 0y 6_2w; C,Cy € R.

Le second membre de I'équation y” +y' — 2y = 2%e 2% est de la forme e™® P, (z) avecm = —2 et n = 2.

comme —2 est racine simple de I'équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliére de la

forme y,(z) = e72* 2 Q2(x) ol Q2 est un polynome de degré 2, ’est a dire
yp(z) =e 2 (cw:2 + bx + c) == (aasg + bz + cx) i a, b, ceR.

On pose u(x) = az® + bx? + cx. Alors, y,(z) = e > u(x).

On calcule y,(x) et y, (z) et on remplace dans I'équation y” +y' — 2y = x%e72%, on trouve

—9azx® + (6a — 6b)x + 2b — 3¢ = 22

12
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_ 1 _
On obtient identificati =—,b=—c¢etc=—
n obtient par identification a 9 9 et ¢ o
Donc
ol 1, 2
u(x) = 9 T gx o

Par conséquent, la solution générale de I'équation y” +y' — 2y = 22" est

-1 1 2
V) = )+ 3p(e) = C1 e +Coe™ 7 (o gt )y CuCaeR
D’ou
() =Cre” +e 2 ;1£U3—1.’L'2—31‘+C ;o C1,C2€R
ylir) =L 9 9 o7 2] 1, L2 .

6) y' +2y +by=e€" (2 cos(2x) — 3Sin(2x)).

On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + 2y’ + 5y = 0.

L’équation caractéristique est A\? + 2\ + 5 = 0.

Comme A = —16 < 0, alors elle admet deux racines complexes A\; = —1 +2i et Ay = —1 — 24.

Dong, la solution générale de 1’équation sans second membre est
yn(z) = e ° (Cl cos(2x) + Cy sin(2x)); Ch,Cy € R.

Le second membre de I'équation y” +2y' +5y = e~ * (2 cos(2z) — 3 sin(2x)) est de la forme e™* (2 cos(wz) —
3 sin(waﬁ)) avec m=—1 et w = 2.

comme —1+2i estracine de I'équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliere de la forme
yp(x) = ze™® (A cos(2x) + B sin(2:1:)); A, BeR

On pose z(z) = x(A cos(2z) + B sin(Qx)). Alors, yp(z) = e™7 z(x).
On calcule y,(x) et y,(z) et on remplace dans I'équation y" + 2y" + 5y = e (2 cos(2x) — 3sin(2a;)), on
trouve

<4B - 2) cos(2x) + (3 - 4A) sin(2z) = 0.

13
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Ceci implique en utilisant le fait que les deux fonctions cos x et sin x sont linéairement indépendantes, que

3 1
A=—-et B=—-.

1€ 2
Donc

3 1
z(z) =z | — cos(2x) + = sin(2z) | .
4 2
Par suite , la solution particuliére de I'équation complete est
—x —x 3 L.
yp(x) = e ¥ z(x) = xe 1 cos(2zx) + 5 sin(2z) | .
Par conséquent, la solution générale de I'équation y” + 2y’ + by =e™* (2 cos(2z) — 3 sin(2x)) est

y(@) =yn(z) +yp(z) = ° (01 cos(2x) + Cy sin(2x)> +xe " (i cos(2z) + ;sin(Qw)) ;. C1,Cy eR.

D’ou

y(z) = e* [ (ix n 01> cos(2z) + (% +G) sin(?x)} . C,Cs R

14



