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Travaux Dirigés : Analyse II

Série 1
Exercice I. Montrer que les séries suivantes sont convergentes. Calculer leurs sommes.

b e ()

n>0

1 . 1 2n
2)2( (1) (3) )
3

3) 2 BGnt1)(Bn+4d)’

n>0
2n+3
4) —— 5
>
Exercice II. Soient Z uy, et Z v, deux séries a termes positifs convergentes.

n>0 n>0
Etudier la nature des séries suivantes.

1) Zlﬁ”%;

n>0
2) Z /Uy, Uy,
n>0

Exercice III. Soient (u,), une suite réelle strictement positive et strictement croissante et (v,), la suite

définie par

U 1— U
vy = " WpeN.
Un

Montrer que si la suite (u,, ), converge alors la série E vy, CONVerge aussi.
n>0
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Exercice IV. Etudier la nature des séries suivantes.

n

—'IL2
1)2%,a>0; 2)2(1+%) , zeR;

n>1 n>1
. 1 1\"
IDCRCIDRENID SIE P I
n>1 n>1
2
5) len", x> 0; 6) Ze_(ln") ;
n>1 n>1
sin(n) n N
P s 92V
n>1 n>2

Exercice V. Calculer les intégrales simples suivantes.

™ 4
1) / cos?(z) du; 2) / %dm;
0 J2 233 lnx)

3) [ arctanad -
)/0 x arctan z dz; / 2$2+1

Exercice VI. Calculer les primitives suivantes.

x3 + 2z

1 ———dz;

) / 24+xz+1 *

T+ 2

2 ———dzx;

) / 22 —31x—4 v

3 4
3) / L L
(x2+2x+5)
Exercice VII. Calculer les intégrales trigonométriques suivantes.

s

1 Tt
/ 2) / e da
cosz’ 0 2—sin“(x)
sinz 2 dr . [? sinx
— duz; 4) ———— puis ——dx
o cosx+sinz o l-+sinz o l+sinz

Exercice VIII. Déterminer les intégrales convergentes et calculer leurs valeurs.

M:!

edrctan T cos T
dx; 2 dx;

/0+ 1+a2 ) Vsinz

1 * d
)/ i 4)/ T
1 T 9 22 -1

Exercice IX. Etudier la nature des intégrales suivantes.

+o0 +oo A 2—X 400

1-— 1+1

1)/ ZTOPT 2)/ T g 0< A< 3)/ LI
1 1 zd +1 1 T +2

1 “+o00 0
e Inz dx
4 — dx; 6 —_
)/0 xd% 5)/2 $2d )/—1$3+1

“In(1 + 2?)
)

Exercice X. Soit F la fonction définie sur [1, +oo[ par F(t) = / dx.
1

1) Calculer F'(t).

s e o In(1 + 2?)
2) En déduire que l'intégrale I = ———— dx est convergente et calculer sa valeur.

1 2




Travaux Dirigés/Série 1 3

Solutions des Exercices

Série 1

Exercice I.
1\ 1\ 1 L1\
1) Ona (-1)"( = = |(—) .Comme |—| < 1, alors Z(—l) - est une série géométrique
2 4 4 = 2
convergente. De plus,
S (-5 () - -
n=0 2 n=0 4 — ;1 5
4
1 1 X1 1 6
2) 7;) o est une série géométrique convergente car 6‘ < 1. Dong, 7;) o 1_71 =z

1 2n 1 n 6
Ona (-1) (3) :(9> .Comme

+oo 1 2n 1 9
gente. Donc, g (=" (3) =—T1=1
n=0 1 + §

2n
-1 1 PP
9‘ < 1, alors E (—1)” (3) est une série geometrlque conver-
n>0

2n
1 1
Par suite, la série — 4+ (=)™ = est convergente. Sa somme est
6" 3 8

n>0

n=0

+o00 2n +oo +o0 2n
L (D)) S8R W6, 9 2
S_nz_:o<6n+(_1) <3) )‘ZGnJ’nX_:O(_I) <3) "5 10 10
3
Bn+1)(3n+4)’

3) On pose u, = n € N. Alors, en utilisant la décomposition en éléments simples, on

obtient
1 1
n = — Vn € N.
b n+1 3n+4 "
On pose v, = Er n € N. Alors, u,, = v,, — vp41 pour tout n € N et dans ce cas, on dit que Z u, est

n>0
une série télescopique.

Soit S, la somme partielle de la série Z u,. Dong,
n>0

n n

Sp= k= (Uk = Vky1) =00 — Uny1.

k=0 =

0

Comme lim v, =0,alors lim S, = vy = 1. Donc la série télescopique E uy, est une série convergente
n—-+o0o n—-+4oo
n>0
et sa somme

+oo

3
— = -1
§= lm 5 > Bn+1)(3n+4)

n=0
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Aalors _ 1
(n+1)2(n+2)2 T 1?2 (nt 2y

4) On pose u, = pour tout n € N.

n € N. Alors, u,, = v, — v,41 pour tout n € N et dans ce cas, on dit que Z u,, est
n>0

1
On pose v,, = 1)

une série télescopique.

Soit S, la somme partielle de la série Z u,. Dong,

n>0
n n
Sy = E up = § (Vk — Vk41) = Vo — Upy1-
k=0 k=0

Comme lim v, = 0,alors lim S, = vy = 1. Dong, la série télescopique E u, est convergente et sa
n—-+4oo n—-+4oo >0
n7

somme

400
S= lim S,,L:ZL 1.

n—-+o0o
n=0

Exercice II.

PR (2

1) Nature de la série g -,

1—wv,

n>0
Comme E v, est convergente, alors lim v, =0.D’ot, "™ _>0au voisinage de +oo et
n—-+oo — Up
n>0
Un
~ Up.
1—v, +oo

PUTTRE " Un Py N

Comme E uy, est une série a termes positifs convergente, alors g 1 est convergente aussi d’apres
—

n>0 n>0
le critére d’équivalence.

2) Nature de la série Z /Uy, Uy,

n>0

Ona

u V.
0 </, v, < ?"—k?n pour tout n € N.

PETEN .. U v .
Comme E u, et E v, sont deux séries a termes p051t1fs convergentes, alors E (771 + 7”) est aussi
n>0 n>0 n>0

une série a termes positifs convergente. Donc, E VU, v, est une série convergente d’apres le critere de
n>0

comparaison.

Exercice III.

Soit (uy,), une suite strictement positive, strictement croissante et convergente vers /. Alors nécessairement

{ > 0. Donc

Up+1 — Un
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Comme 11111 u, = [, alors la série a termes positifs E (un+1 — up) est une série télescopique convergente.

n——+00o

n>0
En effet,
n
lim U —ug) = lim (u —ug) =1—u
pm E (U1 k) n~>+oo( n+1 0) 05
k=0

et dong, E (Up+1 — Upn) =1 — up.

n>0
Il résulte que E v, est convergente d’apres le critere d’équivalence.

n>0

Exercice IV.

n
4 a
1) Nature de la série E —, a>0.
n
n>1
C’est une série a termes positifs.

n

a
On pose u, = —
na

n>1.

b

a
On a pour toutn > 1, ntl_ g < ) .Donc, lim —FL — 4. Par suite, d’apres la regle de d’ Alembert,
Up, n+1 n—+oo Uy,

si 0 < a < 1,lasérie E uy, est convergente et si a > 1, la série E uy, est divergente.
n>1 n>1

. 1 . . .
Si a =1, alors u,, = —. Donc E u, est une série de Riemann divergente.
n
n>1

_n2
2) Nature de la série Z (1 + E) , r€R.
n
n>1

C’est une série a termes positifs a partir d'un certain rang.

_nz
Onposeun:<1+£) ;o n>1
n

Onapourtoutn > 1,

i = e = (15 2) =)

In (1 + E)
n
T

Comme lim = 1, alors, lim {/u, = e~ *. Par suite, d’apres la régle de cauchy, si z > 0
n—-+o0o el ’ ’nﬁ+uj " ’ p & Y
n
(c’est a dire e™* < 1), la série Z uy, est convergente et si x < 0 (c’est a dire e™* > 1), la série Z Up est
n>1 n>1

divergente.

Si ¢ =0, alors u,, = 1. Donc, u,, ne converge pas vers 0. D'ot, Z u,, est divergente.
n>1
3) Nature de la série Z B+ (=™
n>1

C’est une série a termes positifs.
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Comme (—1)™ > —1 pour tout n € N, alors en particulier pour toutn > 1, on a

(34 (-1 7" < o

1 . .
Comme E 27 est une série geometrlque Convergente car
n>1

1 —r

2‘ < 1, alors la série Z B+ (=1)")"" est
n>1

convergente d’apres le critére de comparaison.

4) Nature de la série Z 1 + L '

n>1 2 n .

C’est une série a termes positifs.

On a pour tout n > 1,

(o) - -y

1
Comme lim nln (1 + ) =1, alors
n

n—4oo

l+in 1"
2 o) o \2) -

. . . 1 : : . : L o1\"
Par la suite, utilisant le fait que E o est une série géométrique convergente, on voit que la série E (2 + 2)
n
n>1 n>1

est aussi convergente d’apres le critére d’équivalence.

5) Nature de la série Z i,

n>1

C’est une série a termes positifs.

On a pour toutn > 1

1

lnn:elnnlnfc:nlnm )
nflnx

T

Dong, la série E "™ est série de Riemann convergente si 0 < z < e~! (cest a dire —Inz > 1) et est
n>1

divergente si x > e ! (c’estadire —lnz < 1).

6) Nature de la série Z e~(mm)?,

n>1

C’est une série a termes positifs.

Onapourtoutn > 1,

’I’L2€ (Inn) 2621nn (Inn) :elnn(Z lnn).

2e=(m)” — ) et par suite d’apres la regle de Riemann, la série Z e~ (nm)? et convergente.

n>1

Donc, lim n
n—-+oo
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sin(n)
7) Nature de la série Z
n>1 nf

C’est une série a termes de signes quelconques.

Onapour toutn > 1,

0< sinn < 1
T nyn| T nyn nd/2
C Zl t une série de Ri te(car 2 > 1),alors 3|21 st te, C’est
omme —— est une série de Riemann convergente (car — , alors est convergente, c’es
n3/2 & 2 nyn 8
n>1 n>1
sin(n . sin(n
a dire E est absolument convergente. Par conséquent, la série Z () est convergente.
ny/n
n>1 n>1
PR n
8) Nature de la série Z(— 1
n>2
Comme — ' > 0, pour tout n > 2, alors Z(—l)"L est une série alternée.
n?—17 - n?—1
n>2
x
On pose u,, = o iLL > 2. Alors, u, = f(n) avec f(z) = pERNEE

Montrons que f est décroissante sur [2, +o0.

La fonction f est continue et dérivable sur [2, +oo[ et on a

/l‘ _—(1’2+1)
f( )* (%2—1)2

pour tout = > 2.

Dong, f'(z) < 0 pour tout z > 2. Par suite, f(n + 1) < f(n) pour tout n > 2 (car n + 1 > n); c’est a dire

Up+1 < Uy, pour tout n > 2. D’o, la suite (u,, ), >2 est décroissante.

n_ "
n? —1

De plus, ngrfoo Uy, = lim

n Y LN z * z z PRl
5 = 0. Donc, d’apres le critere spécial des séries alternées, la série E (—
n—+oons — 1

n>2

est convergente.

Exercice V.

1) / cos? (z) dw = / 1+cos@a) , [z sin(@2)]" _
0 0 2 92 4 o
4 4 A
3 3 ! -2 -3 1 3
2) | ——mde=5 | (mz)( B U R
)/2 2z (Inz)? o 2/2 (o) () = de = LnxL 41n2

1
3) Pour calculer / x arctan x dz, on fait une intégration par parties. On a donc
0

1 1 2\ '/ 2
T T
/ rarctanx dr = / — | arctanxdr = | — arctanz /

/11+x21 o /
- - dr=-—=
0 1+ZC2 8 2

™

N

bl 3

1+x2

"‘;‘ﬁ [\D\H

N —
| =

_T_
8
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1

vz 3
4) On veut calculer / ’ 55— dz.
o 2z°¢+1

On effectue le changement de variable ¢ = V2z. Alors, x = et doz = Par suite

dt
“

Sl

3 J /1 3 dt 3 [acta t}l 37
—_—dx = —_—— I n = —F=.
0o 222+1 o V2t2+1 2 0 42

Exercice VI.
3
2
1) On veut calculer / e dz.
2?2 4+r+1
On effectue la décomposition en éléments simples. Pour cela, comme le polyndme z? + x + 1 n’a pas de
racines réelles (car A = —3 < 0), alors il suffit de faire la division euclidienne de z* + 2z par % + x 4+ 1. On

obtient

420 =(z—-1)@*+z+1)+2z+ 1.

Donc
3+ 2z 20+ 1
1
2 +x+1 I |
Ceci donne
23+ 2z 2+ 1
——dr = - 1)d ——d
/m2+x+1 ! /(a; ) x+/9€2+9€+1 '
2
:?—x+ln\x2+m+l|+cte.
T+ 2
2) O t calcul —_dx.
) On veu cacue1‘/gc2_3gc_4 x

On effectue la décompostion en éléments simples. Sachant que le polyndme 22 — 3z — 4 admet deux racines

réelles, on cherche deux réels a et b tels que

T+ 2 r+2 a b

2 -3z —4 (x4 1)(z—4) _x—|—1+m—4'

-1
Un simple calcul donne a = = et b= g Donc

/ r+2 dm—_—l dx +§/ dx
2-3x—4 5 Jx+1 5) x—4

-1 6
?ln\m+1|+gln|x—4\+ct6.
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3x+4

—— dz.
(22 + 22 +5)°

3) On veut calculer /
Le polyndme x? + 2z + 5 n’a pas de racines réelles (car A = —16 < 0).
On écrit 22 + 22+ 5 sous la forme canonique (z — p)? + ¢*. Un simple calcul donne 22 42z +5 = (z+1)% +4.

On fait le changement de variable x = 2¢ — 1, alors
/ 3z +4 de:/ 3z +4 dezl/ 6t+12dt
(22 + 2z +5) ((x+1)2+4) 8J (#2+1)
_ §/ 2t dt + }/ dt
8@+ 8 (241
-3 1 dt
= m + g / W + cte.

dt dt
Maintenant, pour calculer [ ——— , on calcule
(t2+1)2 t2

T utilisant une intégration par parties.

dt 1 t 2
= — () dt = 2 dt
/t2+1 /t2+1() t2+1+ /(t2+1)2
t 241 dt
= 2 dt—2 [ ———
t2+1jL /(t2+1)2 /(t2+1)2

ot +2/ dt _2/ dt
o241 24+ 1 (t2 4+ 1)2°

Dong,

at L L arctant 4ot
= — arctan cte.
@112 20+ 2

1
, on obtient

On remplace t par v

/ 3z +4 d z—11 n 1 ¢ z+1 tot
————————dr=————————— + —arctan | —— | + cte.
(22 4 22 + 5)? 8(z24+2x+5) 16 2

Exercice VII

1)/4dx_/1 dx _/X dx
o COST o |cosz] 0 m,

. . . dt .
On effectue le changement de variable ¢ = sinz alors = = arcsint et dz = . Par suite
V1—¢2

(car cosx > 0 sur [0, %})

/4 dx _/“f dt _/“f dt
0 cosx 0 Vi—£2/1— o 1—t2
1 b
Comme 1 —t? = (1 —1¢)(1+1), on cherche deux réels a et b tels que - ¢ + . Un simple calcul
q p

1—1t2 1—-t 1+t
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-1 2 z
- [111(1 - t)} + §[ln(1 +t)}0
1. (242
2 2-42
T4 1 2+2
On déduit que /4 S ( +\[>
o cosx 2 22
R
2) On veut calculer / Lﬁ dx.
0o 2—sin“(x)
On remarque que /er _ tanz T = /’4' sinz dx
queq o 2—sin’(z) ~ Jo cosz(l+ cos?(z))
On effectue le changement de variable ¢ = cos z, alors dt = —sin z dz. Donc,

V2

/1 tanz /T dt /1 dt
—_— ar = — = —_—
o 2—sin?(z) 1 t(1+t?) vz t(1+12)

On cherche des réels a, b et ¢ tels que

Un simple calcul donne

Donc
/X tan x _ Loat ! t
o 2—sin’(z) St vil+1t2
1 1/t 2
*[mt} - = t
2 2 )eltt?
2
1 1 L
:{mt}ﬂ—i[m(ut)}ﬁ

2 1 1 3
=—In () —21n2+21n(2>

T sinx
3) On veut calculer _
o COST +sInx

Ona

INE)
INE)

/ sin d /74r sin x d / tanz d
————dx = , x = ———dx
o COST +sinx 0 sm:c> o l+tanz

10




Travaux Dirigés/Série 1 11

On effectue le changement de variable ¢t = tanz, alors « = arctant et dx =

/4 sin dx—/ldt
o cosztsinz  Jo (L+t)(1412)
On cherche des réels a, b et c tels que

t _a +bt—|—c
(A+8)(1+12) 1+t 1+12

Il est facile de trouver que

t -1 t+1

G100 +2)  20+0 20+8)

Par suite,

/Z sine —1/1 dt +1/1 t dt+1/1
o = & -
o cosz+sinz 2 Jo 14t 2 ), 1+¢ 2 Jo

:_—1[lm(l—i—t)r—i—l{ln(l—f—ﬁ)r—&—l[arctant}1
2 o 4 o 2 0
m In2
T8 4
4) (i) On veut (:alculer/2 dix

o l-+sinz

On effectue le changement de variable ¢ = tan (g), alors x = 2arctant, do =

On a donc

NIE]

da ol 2
x 57 5 dt
o l-+sinz 014 1+t

14 ¢2

_9 11
i g
|:t—|—1]0

i

. 2 sinz
(#4) Calculons maintenant /
0

1+sinx

/T2r sinz /72r 1+4sinz /72r dz /
—dx = ——dz — T =
o l-+sinz o l-+sinz o l+sinz 0

Exercice VIII.

ME]

+oo 6arctan T

1 —dx.
) Nature de A 22 dx

1 2 1 2
—_dt= | ——dt
/0 242t + 1 /0 (t+1)2

/3 da
dx — P —
o l-+sinz

11

+12

dt
1+¢2

1+

T
2

. Donc,

. 2t
t27dt etsinx = 7
—1 (d’apres (i)).
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arctan
€

La fonction =z —

5 est continue sur [0, +-00|, donc le probleme se pose uniquement en +oo.
x

Soit ¢ € [0, +o0], alors

t earctanx t
5 d.I‘ — |:€arctanm:| — earctant —1.
0 14z 0

t earctanz . +oo earctanx +oo 6arctana:

Donc, lim - dr = e? — 1. Par suite, - dx est convergente et -
to4oo Jy 14z 0 1+ 0 1+
ez —1
4 cosx

2) Nature de — dzx.

0 VSsinox

cosT

La fonction z —

. ™ X .
est continue sur } 0, Z] , donc le probleme se pose uniquement en 0.

Vsinz

Soitt € }0, %}, alors

jus
4

T 2
/ CBT b= [2\/sm x} _o Y2 2vsint = 2% — 2v/sint.
t Vsinx t 2

Dong, lim | 2% 4 — 9% Par suit /Z €T g est teet [ BT gy = ot
onc, lim : r = 21. Par suite, : x est convergente e : i
t—=0 J;, +/sinx 0 Vsinzx 0 Vsinz

T Ing
3) Nature de —dx.
1 x

. Inx . . .
La fonction x — —— est continue sur [1, +o00], donc le probléme se pose uniquement en +co.
x

Soit ¢ € [1, +o00], alors

¢ ¢ 27t 2
/ ln—xdx:/ (Inz) Inzde = [(lnx) ] = (Int) .
1T 1 2 ) 2

t 2
1 Int
lim e dr = lim (In?) = +o0.
t=too 1 T t— 400 2

Dong,

. T Ing .
Par suite, —— dx est divergente.
1 X

dx
2 -1

+oo
4) Nature de /
2

La fonction = — 1 est continue sur [2,+oco[, donc le probleme se pose uniquement en +oo.

22 —

Soit t € [2,400], alors

/:x;lxl - /: (2(; 0~ 2(1,11)) da =
1 1

Dong,

dr =
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Par suite /+<><> est te et /+OO dz I3
, convergente e =—.
, -1 & , -1 2
Exercice IX.
+oo
1—coszx
1) Nature de ———dz
1 z?
. 1 —cosx . ...
La fonction # — ————— est continue et positive sur [1, +o0[ (car cosx < |cosz| < 1 pour tout € R).
x
On a pour toutz > 1,
1-— ; 1 —cos 1 3 2
0 < COST _ |1 — cosz| < +|cosz| _ 2
=7 2 = 2 = 22 = 2

00 +oo
Comme / — est une intégrale de Riemann convergente (car 2 > 1), alors / — dx est convergente,
1 T 1 T

T 1 — cosx
par suite / ——— dz est convergente d’apres le critére de comparaison.
1 €T

00 A 4 22
2) Nature de / % dr, 0 <A< L
1 2 + 1
2 42X
Soit 0 < A < 1. La fonction = — Bl est continue et positive sur [1,4o0|.
x

Ona

Comme lim 22?9 =0 (car 0 < \ < 1), alors
xr—+00

2N b2 o g2

3

Par la suite, utilisant de plus le fait que 23 + 1 fodiariuy obtient
o)

2 42X 2
w341 +oo 3 gL
+00 +00 J X | p2-A
Comme A + 1 > 1, alors / 57 est une intégrale de Riemann convergente. Dot / ———dz
1 T 1 x5 +1
est une intégrale convergente d’apres le critére d’équivalence.
+oo
l+Inz
3) Nature de / — dx.
1 x4+ 2
. 1+Inx . .
La fonction =z — T 2 est continue et positive sur [1,+ocol.
x
Ona
1+1Inz Inz
x+2 4o
e T Ing . R = . , . , . [T 1+Inz
Orlintégrale —— est divergente (d"apres la troisieme question de I’exercice VIII). D’ot, T 2 dx
1 r 1 T

est divergente d’apres le critére d’équivalence.

13
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€T

1
4) Nature de / ¢ da.
0

x
T

. e . -
La fonction  — — est continue et positive sur |0, 1].
x

On a pour tout z €]0, 1],

(=)

e’ e 1

—>—=->0.

T oz

. 1z

Comme — est une intégrale de Riemann divergente, alors / — dx est divergente d’apres le critere
o T 0

de comparaison.

+o0 1
5) Nature de / H—Qx dx.
x

2

. Inx . ..
La fonction x — —- est continue et positive sur [2, +-o0l.
x
. . Inx . . . .
Soit1 < o < 2, alors lim xo‘—Q = lim 2 ?Ilnz = 0. Donc, d’apres le critere de Riemann, I'intégrale
r——+o0 xT Tr—+00

T Ing
—,- dz est convergente.
2 X

0
d

6) Nature de/ &

-1 3 +1

La fonction # — ——— est continue sur | — 1, 0].
X

+1
Comme
1 1
f(@) = B4+1  (+D)@E@2—2z+1)
1 1

alors, I_lilinl +(:1: + 1) f(z) = I_l)u_nl P arl 3 Par suite, d’apres le critere de Riemann, l'intégrale

o d
/ % est divergente

1 3 +1 & ’
Exercice X.

1) Soitt € [1,+o0[. On a

F(t) = /j ln(lxitﬂ dx = /lt (;)lln(l +2%) dx

- {WI +/1t % (In(1 +22))’ do

xT

—In(1+22)1" 1 2
{HHM} +/ Lo 2 g
x 1 1 ¢ 14z

—In(1 4+ 2 b2
:&-ﬁ-ln?—i—/ —dx
t 1 1+I2

—In(1+¢2
= % +ln2+2[arctan9:]

—In(1+1¢#2
_ % +In2 + 2arctant — 2arctan 1.

t
1

14
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Dongc, pour tout ¢ € [1, +00],

—In(1 + ¢
F(t) = % + 2arctant +In2 — g
. —In(1+¢#%) . T .
2) Comme lim ——— = =0et lim arctant = —, alors F(¢) est convergente quand ¢t — +o0, ce qui
t—+o00 t t—+o0 2

+o0 In(1 2
veut dire que l'intégrale I = / M

dz est convergente. Sa valeur est
1 T

s T
T+ In 5 n —|—2
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