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Définitions des espaces L?

Tout le long du chapitre, €2 désigne un ouvert de RN (N > 1) muni de
la mesure de Lebesgue dx.

Soit 1 < p < oo. On appelle LP(2) I"ensemble des fonctions f définies presque
partout (on note aussi p.p.) sur Q a valeurs dans R et telles que

/ If (x)|P dx < oc.
Q

o = ([ v<x>|vdx)””.
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On note par




Définitions des espaces L?

On appelle L>°(Q2) I'ensemble des fonctions f définies presque partout sur  a
valeurs dans R et telles qu’il existe une constante C > 0 vérifiant

If (x)| < C pour presque tout x € .

On note par

fllzee @y = inf {C > 0; [f(x)| < C p.p. sur Q}.

IflLoe () est appelé le supessentiel.

Remarque
Sif € L*°(Q),ona [f(x)| < |[fllLe(q) p-p- sur Q. |




Propriétés des espaces L?

Inégalité de Young

1 1
Soienta, b € R et p, p’ €]1, +oo| tels que ~ + — = 1. Alors
p;p q p Ty

ab< 1o+ l,bp’.
p p

Preuve

Sia =0oub = 0, 'inégalité est triviale. Supposons donca > O et b > 0.
Alors, comme la fonction Log est concave, on a

Log <;ap + ;w’) > ;Log(a”) + ;Log(bp’) = Log(ab). O
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Propriétés des espaces L?
Inégalité de Holder

Soient p, p’ € [1,+oc] tels que ; + pl/ =1

Alors, pour tous f € LP(Q) et g € LF' (), la fonction fg € L}(Q) et

18l < Ifllzre) 181l (o) -
()

Preuve

Le résultat est évident sip = 1 ou si p = 4-00. Supposons donc 1 < p <

~+00.
En utilisant 1'inégalité de Young, on a

F)g()] < JF@P + Lig@P  pp. sur

P D
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

D’ou,

1 /
/ IF(x)g(x)|dx < = Hfllﬁn(m + g”g”ir/(m

Par suite, fg € L'(Q).

Maintenant pour montrer I'inégalité, on distingue deux cas.

Cas 1. Si [[fllr @) = 0 ou [ig]l,r ) = 0. Alors, f = 0 p.p. sur Qoug =
0 p.p. sur Q. On en déduit que fg = 0 p.p. sur Q et donc ||fg||;1(q) = 0.
Cas 2. Si ||f|[rq) > 0 et [|g][,, @ >0 Alors,

gl 1 f@F 1 g)l”
fller ) HgHLp/(Q) prHU, P ngzp,(m

p.p- sur 2.

1 1
En intégrant sur () et en utilisant le fait que 5 4 7 =1, onale résultat.[]
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Propriétés des espaces L?

Inégalité de Holder itérée

Soient pq,- -+ ,pn € [1,+00] tels que 1 Froocqr—=1L
p1 Pn .

Alors, pour tous f; € LFi(?), 1 <i <mn, la fonction Hﬁ c LY(Q) et
i=1

n
< [T Al o).
=i

LY(Q)
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Propriétés des espaces L?

Preuve

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est que

p1 = 1.Sin = 2, c’est 'inégalité de Holder. Supposons que l'inégalité

est vérifiée pour n et montrons la pour n + 1. Nécessairement, il existe
n+1

i tel que p; > 1, sinon Z - > n+1 > 1. On peut donc supposer que
i=1 "

-1

"1 1\ !

r= — =(1- .
(;m) ( Pn+1>

Pnt+1 > 1. Posons

Ce qui donne

1 1 "1 "1
1<r<+4o0, -+ =1, et =r —=1.
r Pn+l Z;pi/r ;Pi

- U
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

Comme |fi|" € LPi/"(Q) pour tout 1 < i < n, alors d’apres 'hypothese
de récurrence,

[T
i=1

n n
< H ||m|r||LPi/’(Q) = H Winpi(Q)-
i=1 i=1

L1(Q)
‘ol
n 7 n
1% < [Tl e
i=1 L7(Q) i=1
Oou encore
n n
11/ < [T Alpso)-
i=1 L7 () i=1
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

—_
—_

En utilisant le fait que — +
r Pn+1

= 1 et en appliquant I'inégalité de

n
Holder aux fonctions H fi et fur1, on obtient
i=1

n+1 n
175 < |[IL# fntallzret )
i=1 L1() i=1 1L (Q)

n+1

n
< T Wills o Wrallrnss @y = TT Illrscoy-
=1 =1

La preuve est complete. [J
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Propriétés des espaces L?

Inégalité de Holder généralisée

Théoréme

1 1 1
Soient p, q, r € [1,400] tels que — + — = P

Alors, pour tous f € LP(Q) et g € L1(R2), la fonction fg € L"(Q2) et

181l ) < Ifllrco) g llzace)-
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Propriétés des espaces L?

Preuve

On va traiter trois cas.
Casl. 1<p,q,r<+oc.

Comme r + r'_ 1, alors en appliquant 'inégalité de Holder aux fonc-
tions fi = |f|" € LP/"(Q) et g1 = |g|” € L9/7(Q), on obtient fig; € L'(Q)
et

HflglnLl(Q) < Hf1||LP/r(Q) ||81||m/r(Q)-
C’etadire, fg € L"(12) et

118 l1zr ) < Wl ) 18112ace)-
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

Cas2. g=+ooetr=p < +oo.
Comme [g(x)| < IgllL=(@) p-p-x € , alors

| P dx < lgltng) [ P

D'ot, fg € LP(Q2) et

181l ) < i) 18llLee ()
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

Cas3. p=g=r=+oo.

Comme [f(x)| < [[f{lL~@) pp-x € Qet |g(x)] < |IgllLo@) pp.-x € Q,
alors

FE)2E) < fllie @ Iglieg) pop-x € O
ce qui donne fg € L>(Q) et

18Iy < Ifllze(@)lIgllLo(@)-

La preuve est terminée. []
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Propriétés des espaces L?

Inégalité d’interpolation

Proposition

Soient pet qtelsquel <p < g < 4o0.
Sif € LP(Q) NLI(Q), alors f € L"(Q) pour toutp <r <gq.

De plus, si a € [0, 1] est tel que .= % + Ta , on a l'inégalité d’interpo-

lation

llr) < IF G I NE)-

Preuve
Il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder généralisée aux fonctions f; =
f|* € IP/*(Q) et gy = |f|' € LY(1-9)(Q). On obtient donc fig; € L'(Q)
et

1811l @) < Wallpra(ay 81 llLra-a(q)- O
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Propriétés des espaces L?

Comparaison entre les espaces L¥

Théoréme

Soit Q un ouvert borné de RN,

Soient p, q deux réels tels que 1 < p < g < +oo. Alors, L1(2) C LF(§2). De
plus, il existe C > 0 dépendant de p, q et mes() telle que

Ifllr @) < Clifllizage)-
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Propriétés des espaces L?

Preuve

On va traiter deux cas.
Cas 1. g = +o0.
Soit f € L*°(Q2). Comme [f(x)| < [[f||r(q) p-p-x € £, alors

fllr @) = </Q V(x)|pdx>1/p < (/Q e dx>1/p

= |[fllzoo () (mes(@)P < +oo.
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

Cas 2. g < +o0.
Soit f € L1(€2). Alors, en utilisant 'inégalité de Holder

e :/QV(X)!”de (/Q y(x)ym/pdxy/q (/de>(‘1"’>/‘f

= flzoo (mes(Q))I~P)/1
)

D’ot,
Il < [IFllzscay (mes(2))7P/H < oo,

Ceci termine la preuve. [

- .
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Propriétés des espaces L?

Théoreme
LP(Q2) est un espace vectoriel et ||.||;p(q) est une norme pour tout 1 < p <
+0o0.

Preuve

Sip =1oup = 400, le théoréme est évident. Supposons donc 1 < p <

+00.
Soient f, g € LP(£2). Comme la fonction réelle ¢+ — ¥ est convexe pour

p > 1alors

[f(x) + 8@ < (F@)] + 8@ < 2P + g P)-

Par conséquent, f + g € LP(Q).
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Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

D’autre part,

IF + 8110 g = / F(x) + g ()P (x) + g x) dx
Q
< /Q F () + g )P IF () dx + /Q F(x) + g(x)PIg(x)] dx.

Or |f(x)+g(x)|P~" € LF'(Q2) (¢ est le conjugué de p) et grace a l'inégalité
de Holder, on obtient

—il —il
|[f+8|\’£p(g) <|If +gl ’ﬁp(g) Ifller ) + |V+8Hr£p(g) I8l (2)-
C’est a dire
If +&llr) < Wl + lIgllr).  (Inégalité de Minkowski)



Propriétés des espaces L?

Preuve (suite)

De plus, il est facile de voir que
Ifllr) =0<«=f =0 p.p. sur Q

et
ANl @) = Ml )

Ceci termine la preuve du théoreme. [
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Convergence dans l'espace L!

Convergence monotone de Beppo Levi
Théoreme

Soit (fu)nen une suite croissante de fonctions de L (1) telle que

sup [ fu < +oo.
neN

Alors, fu(x) converge p.p. sur Q vers une limite finie notée f(x); de plus
feli(@) et llfs —flu) 572, 0
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Convergence dans l'espace L!

Convergence dominée de Lebesgue
Théoreme

soit (fy)nen une suite de fonctions de L' (2). On suppose que

(i) fulx) —> f(x) pp.surQ,

(ii) il existe une fonction g € LY(Q) telle que pour tout n € N, |f,(x)| <
g(x) p.p. sur Q.
Alors, f € LY(Q) et ||fx —f||L1(Q) — 0.

n—-+o0
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Complétude des espaces L”

Théoréme de Fischer-Riesz

Théoréme
LP(2) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.

Preuve

On distingue deux cas.

Casl. 1 <p < +oo.

Soit (fy)neny une suite de Cauchy dans L(€2). Montrons qu’elle est
convergente dans L”(€2). Pour cela il suffit de montrer qu’il existe une
sous suite extraite de (f,),en qui converge dans LP(£2).

Comme (fy)nen est une suite de cauchy, alors

Ve >0, 3n. €N, Vn, m>ne, |[fy —full@ <e.

Arij BOUZELMATE



Complétude des espaces L”

Preuve (suite)

Dow, In; € N, Vn,m > ny, |fy — fullre <
1

1
an > Ng—1, an m > Ny, Hf meLP(Q) < 2k ce
On construit ainsi une sous suite (f,, )ken+ Vérifiant

et puis dnp, >

N| =

ni, Yn,m>mna, |fu —fulre) <

1
s _fnkHLP(Q) < Sk vk > 1.

Posons

Z Ifnk-H fnk ) |

La suite (gh),en+ est croissante (car (g,)nen- est positive et croissante).

Arij BOUZELMATE 0



Complétude des espaces L”

Preuve (suite)

De plus
Ignller ) — f (%) ankJrl — fullr @)
LP(Q) k=1
n
1
< o <1

k=1

Dongc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, g,(x) converge
p.p. sur €2 vers une limite finie notée g(x) avec g € L ().
D’autre part, ona pour m > k > 2

[ (%) = e QO < Vo (%) = fry 1 ()] 4 - 4 Uiy (%) = frn (%)

< 8m-1(%) — ge-1(%) <8(¥) —ge1(x) > Op.p.sur Q.
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Complétude des espaces L”

Preuve (suite)

Donc (f,, (x))x est de cauchy dans R p.p. sur Q. Soit f(x) sa limite.
En utilisant le fait que |f,,, (x) — fu, (x)| < g(x) sur § et en faisant tendre
m vers +o0o, on obtient pour tout k > 2

If (x) — fu,(x)| < g(x) p.p. sur Q.
Par suite
FIF < (f ()] + g (x )|)p < zp_l([fnk(xﬂp + |g(x)[P) p.p. sur Q.

Ce qui imlique, f € LP(Q2). De plus, comme |f(x) — f,, (x)| T 0 pp.
—+00

sur Q et |f — f, [P < g7 avec ¢# € L1(Q), alors d’apres le théoreme de la
convergence dominée de Lebesgue, [|f — fi [y () N 0.
—+00
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Complétude des espaces L”

Preuve (suite)

Cas 2. p = +4o0.
Soit (fy)nen une suite de Cauchy dans L*°((2). Alors

Ve >0, In. €N, Vn,m>ne, |fn *meL‘X’(Q) < e.
En particulier, étant donné k € N*, il existe n; € N tel que
1
fn — finllree (@) < P Vn, m > ny.

Dong, il existe un ensemble Ej négligeable (i.e la mesure de Ey est nulle)
tel que

1
Ifa(x) — fin(x)| < % Vx € Q\Ey, Vn, m > ny.

- U
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Complétude des espaces L”

Preuve (suite)
Posons E = . LIJN Ex. Alors, E est négligeable et on a pour tout x € Q\E,
E *

((fa(x))nen est une suite de Cauchy dans R. Soit f(x) = ET f(x) pour
n o0

tout x € Q\E.
En faisant tendre m — 400 dans l'inégalité précédente, on obtient

1
|fn (%) —f(x)|<E Vx € Q\E, Vn>mny.
Par suite

1 1
If ()] < |fu(x)] + A < |fallL= (@) + X Vx e Q\E, Vn>mn.
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Complétude des espaces L”

Preuve (suite)

En particulier, pour n = n; on a
If ()| < [l llLoo () + 1 Vx € Q\E.
Ce qui implique f € L>(Q2). De plus, on a
o ~fliwiey S 3 V02 e

Par conséquent, |f;, — f||r~(q) e 0. La preuve est terminée. []
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Convergence dans les espaces L?

Convergence dominée dans L*(2)

Soit p € [1,4o00] et soit (f)nen une suite de fonctions de LF (Q2). On suppose
que

(i) fulx) —_ f(2) pp.sur,

(ii) il existe une fonction g € LP(Q2) telle que pour tout n € N, |f,(x)| <
g(x) p.p. sur Q.

Alors, f € LF(Q) et ||fu — fllr(o) o b
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Convergence dans les espaces L?

Preuve

\ ‘
N
’
N

Sip = 1, cest exactement le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue. Supposons que p > 1. Comme pour tout n € N, |f,(x)| <
g(x) p.p. sur Q, alors en faisant tendre n — 400, on obtient [f(x)| <
g(x) p.p.sur Q. DoncfeLP( )

D’autre part, on a h,(x) = |fu(x) — f(x)]? — 0 p.p.sur Q et pour

n—-+400

toutn € N
0.< () < ()] + F@) <2 (HEP + [FP)
<271 (gP(x) + [f(x)]) p.p. surQ
avec (g¥ + [f[?) € L'(Q2). Dong, d’apres le théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue, |[x|11(q) " 0, c’est a dire
n——+00

W —fllry — 0. O

n—+o0
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Convergence dans les espaces L?

Remarque

Le résultat de la convergence dominée n’est pas vrai dans le cas oit p = +o0.
En effet, il suffit de considérer sur l'intervalle 10,1 la suite de fonctions
(fn)nen= définie par

fn:l]o’l[ n € N*,
On a bien f, € L>*(]0,1]) Vn € N* f, — 0 p.p. sur |0,1]

n—-+oo
fo < Lyoq Vn € N* et pp. sur |0,1] et 1y € L>(]0,1[). Pourtant
fullLoe qo,1p) = 1 ne converge pas vers 0 quand n — +oc.

Arij BOUZELMATE 4



Convergence dans les espaces L?

Réciproque partielle de la convergence dominée dans L (f2)

Soit p € [1,+400]. Soient (fy)nen une suite de LF(Q2) et f € LF(Q), telles que
fn = fllr @) - 0. Alors, il existe une sous suite extraite (fy, )i telle que
n (e.e]

() fulx) — fx) pp.sur g,
—>+400
(ii) il existe h € LP(Q2) telle que |fu,(x)| < h(x) Vk et p.p.sur Q.

Arij BOUZELMATE



Convergence dans les espaces L?

Preuve

Sip = +o0, le résultat est évident en utilisant le fait que

[fu(x) = f()| < \Ifu = fllLoe() p-p- sur Q.

Supposons 1 < p < +oo. Comme la suite (f;).en est de Cauchy, alors
en reprenant la démonstration du théoreme de Fischer-Riesz, on peut
extraire une sous suite (fy, )x vérifiant

1
firepr = @) < oF vk > 1.

De la méme fagon, on prouve que f;, (x) k—+> f*(x) pp.sur Qetil
—+oc0

existe g € [7(2) telle que
(%) = fu ()| < g(x) p.p. sur Q.



Convergence dans les espaces L?

Preuve (suite)

I en résulte que f* € L7 (Q2) et en appliquant le théoreme de la conver-
gence dominée de Lebesgue, ||f* — fu[l1r(q) T 0. Par conséquent,
—+00

f=f* pp.sur Q. Ce qui prouve (i).

Pour obtenir (ii), on a

()] < |f*(%)] + g(x) pp. sur Q.
Par suite il suffit de prendre h = ( IF*] + g) eLP(Q). O
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Produit de convolution

Soient f et g deux fonctions définies sur RN a valeurs dans R.

Si pour presque x € RN, Ia fonction y — f(x —y) g(y) est intégrable sur RY,
on définit alors le produit de convolution de f et de g par la formule

fglx) = /R S =y)sy)dy.

On dit que f g est défini p.p. sur RN,

o,
Arij BOUZELMATE O



Intégration sur un produit d’espaces

Soient ; et 2, deux ouverts de RN,

Théoréme de Tonelli

Théoréme

Soit F: Q1 x Q2 — R une fonction mesurable.
On suppose que

/ |F(x,y)|dy < oo  pour presque tout x €
2

et que

/ dx/ |F(x,y)|dy < oo
o Q,
Alors, F € L' (9 x Q).

- U
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Intégration sur un produit d’espaces

Théoréme de Fubini
Théoreme

Soit F: Qq x Qp — R une fonction mesurable.
On suppose que F € LY(Q x Qp). Alors, p.p. x €

Fery)eLj@) o [ Fry)dy e L)

Q)

De méme, p.p. y € ),
F(x,y) € LY(Qq) et / F(x,y)dx € Ly().
O

De plus on a

/ dx/ F(x,y)dy = dy/ F(x,y)dx:// F(x,y)dxdy.
Q Q) Q O Q1 xQ

Arij BOUZELMATE 4(]




Convolution L! % 7

Théoréme

Soient f € LY(RN) et ¢ € LP(RN) (avec 1 < p < +00). Alors, f * g est défini
p.p. sur RN.
De plus

fxg€ LP(RN) et W*g“LP(RN) < W||L1(RN)H8”LP(RN)~

Arij BOUZELMATE 4



Convolution L! % 7

Preuve

On traite trois cas.

Cas 1. p = +oo.
Soit x € RN. Alors
/ F(x— ) 80y < IIgllzeqa / Fx— v)ldy

= ||8HL°<> RN) I1f (x — )l (RN)

= HgHLOO(]RN)HfHLl(]RN) < 0.
Donc la fonction y — f(x — y) g(y) est intégrable sur RN et comme
If *g(x)| < / If (x — v) g(y)|dy

alors IIf * &llzoo vy < I8 llzoo @y If llzr vy

Arij BOUZELMATE 4



Convolution L! % 7

Preuve (suite)

Cas2. p=1.
On définit la fonction F sur RN x RN par

Fx,y) =f(x—y)8y)-

Ona pp.y € RN

/ F(x,yldx = [g(y)] / F(x— y) dx = [[f 11w |3 @) < oo
RN RN

Donc
/ dy / (e, yl dx = [l e l18]]3 vy < 0o
RN RN

Arij BOUZELMATE 4



Convolution L' « L7

Preuve (suite)

Par suite, en appliquant le théoréme de Tonelli, on obtient F € L' (RN x
RYN) et puis grace au théoréme de Fubini on a

/ IF(x,yldy <oo  pp.x RN
RN

et de plus

I <gloe < [ ax [ Fepldy= [ ay [ Feplas
RY RN RN RN
= Il @y gl o1 ey -
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Convolution L! % 7

Preuve (suite)

Cas3.1<p < +oo.
D’apres le deuxiéme cas on a p.p. x € RN fixé, la fonction y — |f(x —
)| |g(y)|F est intégrable sur RN, c’est a dire |f(x —y)|'/7 |g(y)| € Lg (RM).

D’autre part, comme |f(x —y)['/*" € Lgl (RN) (¢’ est I'exposant conjugué
de p), alors d’apres l'inégalité de Holder

/RN lf(x—y)l\g(y)ldyz/ F(x — ) [VP |g()] [f (x — y)| V¥ dy
1/p
< ([ e llswpay) 1A, <

et par suite

gl < [ Gl dy 191w, = (A1 180G 1A Ry



Convolution L! % 7

Preuve (suite)

En utilisant le fait que |f| * |¢|7 € L'(RN) (d’apres le deuxiéme cas), on
déduit que f x ¢ € LP(RN) et

If * &l gny < IFllea ey 810 gy IV\I’E{pRN

C’est a dire
If = &llr@ny < Fllz@my 18 lor @y

Ceci acheve la preuve. J
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Commutativité et distributivité du produit de

convolution

Remarque

(i) Sif g est défini p.p. sur RN, alors g * f est défini p.p. sur RN et ona

frgx)=g*f(x) pp.xeRY.
(ii) Sif x g et f  hsont définis p.p. sur RN, alors

f*(g+h)(x)=fxgx)+fxh(x) p.p.xERN.

Arij BOUZELMATE 4



Convolution L? * L1

Inégalité de Hausdorff-Young

Théoréme

Soient p,q,r € [1,400] tels que ; + ; =1+ %

Soient f € LP(RN) et g € L1(RN). Alors, f * g est défini p.p. sur RN, de plus

frgeL'(RY) et If = &llrwyy < I llor vy 181l awny -

o,
Arij BOUZELMATE O



Convolution L? * L1

Preuve
On a

/ F =) I3(y)ldy = / (FE—p PN Fa—y) P lg@)l" ™ Vdy
RN RN

Comme [f|P € LY(RN) et [g]7 € LY(RN), alors [f|F  |g|7 est défini p.p sur
RN, c’est a dire

| Fe=Plslidy < <00 pp.x e RY,

1

Par suite, (|f(x —y)|P|g(y)|7)r € L"(RN) p.p.x € RN.
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Convolution L? * L1

Preuve (suite)

Par site ((x — )Plg)f)} € L(RY) pp.x € B
_1
De plus, comme [f|p )(x —.) € L pour tout x € RN (car [f|F €

1 1 1
L@Y), g5 € LS @Y) (car gt € L@ et 5+ (57 ) +
1 1

<q = r) =1, alors d’apres l'inégalité de Holder itérée, on a

LG =180y < 1A= Dlgt? oo PG e ) e

LT— p(RN)

G . N
ligi"s™ | gy PP-XERT
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Convolution L? * L1

Preuve (suite)
D’ou

[ =il dy < (P 5170 11y gy <+ o0

pp.x € RV,

Par suite, f * g(x) est défini p.p. x € RN et

1 1,1)

f *8(x)| < /R =l W)l dy < (IFF = Igl1(x))7 T
p.p.x € RN,

Ce qui donne

I+ 8 < (P * ISF Ity I8l nchy P x € RY.



Convolution L? * L1

Preuve (suite)

En intégrant cette derniére inégalité sur RV, on obtient

L iregra < ([ 1P+ 896 ) W5 gl
< (P o oy 17 n oy ) IUF Iy g vy
= (P15 oy s gy ) Iy 115
= HfHLP(RN) ||gHLq(RN)-

Finalement
I * 8llzr@yy < I llze vy 181 ey

La preuve est terminée. [
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Convolution L * L¥

La proposition suivante est une conséquence directe du théoréme
précédent dans le cas ot1 ¥ = +o0.

Proposition

—_
—_

Soient p, p’ € [1,+oc] tels que - == 7= 1.
Sif € LP(RN) et g € LV'(RN), alors f * g est défini partout sur RN, de plus

frg € L2RY) et |If gllioeq@vy < Iflloram) I8l vy-
(RY)
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Support d"une fonction

Définition

Soit f une fonction définie de 2 dans R.

On considere la famille de tous les ouverts (w;);c; (I un ensemble quelconque)
deQtelsque Vie I, f =0 p.p.surw;. Alors, f =0 p.p.surw = iglwi.

L'ensemble w est appelé ouvert d’annulation de f. C'est le plus grand ouvert
sur lequel f s’annule p.p.

On appelle support de f et on le note supp(f) 'ensemble défini par supp(f) =
Sif est continue, le support de f est donné par supp(f) = {x € Q, f(x) # 0}.

Remarque

Sifi = fo p.p.surQ,alors supp(fi) = supp(f2). D’oit, on peut parler du
support d'une fonction f € LF(Q) avec p € [1,+o0].
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Supportde f *x g

Majoration du support de f * g

Proposition

Soient f et g deux fonctions définies sur RN i valeurs dans R.
Sif * g est défini p.p. sur RN, Alors

supp(f * §) C supp(f) + supp(g).
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Supportde f *x g

Soit x € (supp(f) + sup (g)) = RY\ (supp(f) + supp(g)). Alors
(x — supp(f)) N supp(g) =0

= [ fe=v3)dy = Fx 1) 8(y)dy = 0.

(x—supp(f))Nsupp(g)

Donc
fxg(x)=0 pp. sur (supp(f) +supp(g))
et en particulier

o

fxg(x) =0 pp. sur (supp(f) +supp(g))* = (supp(ﬂ +supp(g)>c~

Par conséquent, supp(f xg) C supp(f) + supp(g). O



Supportde f *x g

Si les deux supports de f et g sont compacts, alors f g est a support compact.
En général, si I'un des supports seulement est compact, alors f x g n’est pas a
support compact.
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e C(Q) : I'ensemble des fonctions continues (de €2 dans R).

e C.(2) : I'ensemble des fonctions continues et a support compact
(dans 2).

e CK(Q) : I'ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables

et a support compact (dans €2).

e D(02) = CX(0) : 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables
et a support compact (dans (2).

olelf R N

TN T T Ay

NN avec |a| = a1 + ---an.

o D% = f ou a= (ag, - --,aN) €
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1
loc

Espace L

Définition

Soit f une fonction définie de 2 dans R.

On dit que f est localement intégrable sur Q si f1g € L1(S2) pour tout compact
Kc.

On note L}

1oc(§2) U'ensemble des fonctions localement intégrables sur ().

Soit p € [1,+00]. Alors, D(Q2) C Cc(Q) C LP(Q) C LL ().

loc

- U
Arij BOUZELMATE
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Convolution C. * L; .

1
loc

Continuité de la convolution C. * L

Proposition
Soient f € C.(RN) et g € LL (RN). Alors, f * g € C(RN).

loc

Preuve

Soit x € RN. Comme f € C.(RY), alors il esiste un compact Ky C RY tel
que (x —supp(f)) C Kx.Onadonc f(x —y) =0 Vy € K, ce qui permet
de montrer que y — f(x — y)g(y) est intégrable puisque

f(x — )W) < Mlk,(y)Ig(y)| p.p. sur RY

ot M = |[f| oo mny = sup [f(x)].
x€ERN

Donc, Vx € RN f(x—.)g(.) € L1(RYN) et par suite f x g est défini partout
sur RV,
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Convolution C. * L; .

Preuve (suite)

Montrons maintenant que f * g est continu sur RN,
Soient x € RN et (x,)nen une suite tendant vers x quand 7 tend vers
+o0. Alors,

ha(y) = f(xa — v)8(y) — h(y) =f(x —y)g(y) pp. sur RN

n—+oo

D’autre part, soit K un compact fixé tel que (x, — supp(f)) C K Vn € N
(c’est possible car (x,)ncn est convergente et supp(f) est compact). Donc,
f(xp —y) =0 Yy € K. Par suite

hu(y)| < Mlk(y)Ig(y)| p-p. sur RY.

Donc, en appliquant le théoréme de la convergence dominée, on obtient

£ * g(n) = / (y) dy — / h(y)dy = f * g(x). O
RN n—-4oo RN



1

Convolution Cf x L}

Régularité de la convolution CFx L}

loc

Proposition

Soit k € N. Soient f € CK(RN) et g € L}, (RN). Alors, f xg € C(RN) et pour
tout o € NN tel que || <k ona

D(fxg) =D% xg.

En particulier sif € C°(RN) et g € LL (RN), alors f + g € C°(RN).
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1
loc

Preuve

Par argument de récurrence, il suffit de faire la démonstration pour

k=1.

Soit x € RN. Montrons que f * g est différentiable en x et que
V(f*8)(x) = Vf *g(x).

Ce qui revient a montrer que

frgleth) —f+glx) —Vfxgl)hl
|| Ih]—0

Convolution Ck * L

Soit h € RN avec ||h]| < 1.Ona

frgx+h)—f*xg(x)— Vfxgx)h=
[ LGt —y) e =) = 9Fx =) M)y
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Convolution Cf % L!

loc

Preuve (suite)

Comme f est ce classe C! sur RV, alors en appliquant la formule de
Taylor avec reste intégrale, on obtient

1
fx+h—y)—f(x—y) :/0 Vf(x + th —y).hdt.

Dong, en utilisant le fait que Vf est uniformément continue sur RN (car
continue et a support compact), alors

: flx+h—y)—flx—y) = Vf(x —y)hl =
/O[Vf(erth y)h— Vf(x —). }dt'q(\hu Ihl| vy e RN

avec ¢(||k||) — 0 quand & — 0.
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Convolution Cf x L}

Preuve (suite)

Soit K un compact fixé (assez grand) tel que x + B(0,1) — supp(f) C K.
Donc

fx+h—y)—f(x—y)—Vf(x—y).h=0 Vye K, VheB(0,1).
Par suite
f Ge-th—y)—f (x—) —Vf (e—y).h] < (MDAl Lk(y) Yy € RV, Vi € B(0,1).
Par conséquent, Vi € B(0,1) ona

o g+ ) — . g00) = Vf + () 1] =
[ e ) = o = ) = 9t = )]sty <

(Il 1l /K 8(v)] dy.



1

Convolution Cf x L}

Preuve (suite)

D’oty, en utilisant le fait que g € Li (RN) et lim

e(||h]]) =0, ona
loc 1|0 (H H)

m Fret+h) —fxglx) —Vfxg(x)hH _
1|0 Il

C’est a dire que f * g est différentiable en x et que V(f *g)(x) = Vf xg(x).
La preuve de la proposition est terminée. [J
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Convolution C° * L;

La proposition suivante est une conséquence directe des propositions
précédentes.

Régularité de la convolution C° * C,

Proposition

Soient f € C°(RN) et ¢ € C.(RN). Alors, f x g € C°(RN).
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Théorémes de densité

Théoréme de Lusin
Théoreme

Soit f : Q — R une fonction mesurable telle que

mes{x € Q, f(x) #0} < oc.
Alors,

Ve >0, 3p € Cc(Q) t.q. mes{x € Q, f(x) £ p(x)} <e

l@llzoe @) < Ilfllzoe()-
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Théorémes de densité

Lemme

Soit E(2) I'ensemble des fonctions étagées & : Q@ — R tel que

mes{x € Q, {(x) #0} < oo,

Alors,
(i) E(Q2) est un sous espace vectoriel de LF(Q2) pour tout p € [1, +00].

(ii) E(2) est dense dans LP(§2) pour tout p € [1,+o0].
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Densité de C,. dans [P

Théoreme
Soit p € [1,+o00[. Alors, C.(S2) est dense dans LP(S2). C'est a dire,

Vf € IP(Q), Ve > 0, 3p € C(Q) t4. [If — @llrey < &

Preuve

Soient f € LF(Q2) et e > 0. Alors, d’apres le lemme précédent, il existe
@ € E(Q) telle que

If — <PHLP <*

Utilisant le théoreme de Lusin, il existe ¢ € C.(12) telle que
p
€
mesqx € €, o(x Nt < [ ——— et o) < oo
re 9 o) # 00} < (grr=r) et ol < Ielime
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Densité de C,. dans [P

Preuve (suite)

Donc
/ o(x) — G0)|P dx = / o(x) — ()P dx
{x€Q, p(x)Zo(x)}
< 1lp = Ol mes{x € 2, (%) # 6(x)}
14
£ p E\P
(=) Ul + ol < (5)
D’ou

N ™

lp — Bl @) <

Par conséquent,
If = @llr@) < If — ellp@) + e — Sl <e O
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Continuité de la translation

Une conséquence importante de la densité de C.(€2) dans L ({2) est la
continuité de la translation.

Proposition

Soient p € [1,+oo| et f € LP(RN).
Pour h € RN, on définit la translation 7, par 7,f (x) = f(x — h). Alors

(i) 7« LP(RN) — LP(RN) est une isométrie.
i) i - =0.
(i) im 17f = up oy
Autrement dit, l'opérateur h € RN — 7,f = f(.—h) € LP(RN) est continu.
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Continuité de la translation

Soit f € LP(RN).
(i) Pour h € RN, 7, est évidemment linéaire et on a

I Wy = [ =P d= [P dx = 111y

(ii) Soit € > 0. Alors, il existe ¢ € C.(RN) telle que

o

If — ellp@y) < 5-

N

Donc, pour tout h € RN, ona

I7f — fllp@yy < lmf — Tl @yy + 17 — ellp@yy + 1If — @l @y
=2|If — ollp@ny + Ime — el @y
<e+|me — ollp@my.-
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Continuité de la translation

Preuve (suite)
Par suite, pour montrer que |[7,f — f{| 1@ — 0, il suffit de prouver
—
que [T — ol @y h—> 0.
—0

Soit K le support de ¢. Alors, pour x € RN et ||h]| < 1, ¢ et 7,0 sont
nulles en dehors de 'ensemble K; = {x € RN, d(x,K) < 1} (car K C K;
etona x € K{ = x — h € K°). Par suite

(%) = () = lo(x = h) = @) < [|llf o vy Ly (1)

Comme ¢ est continue sur R, alors elle est uniformément continue sur
le compact K; et donc |7,¢(x) — ¢(x)|P converge vers 0 uniformément
sur Kj lorsque & tend vers 0, et par suite en appliquant le théoréme de
la convergence dominée, on obtient ||7,¢ — ||z @) " 0. O
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Casp = +00?

Remarque

Les deux résultats de la densité de C.(S2) dans LP(Q2) et de la continuité de la
translation sont faux dans le cas oit p = +o0.

En effet, on se place dans le cas ot N = 1 et on considere la fonction f = 1g+.
Alors

(i) f € L*°(R).

1
(i) |If — @llreo(r) >— pour tout ¢ € C(R).
(iii) |[f(. —h) fHLoo(R) =1 pour tout h € R*.
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Continuité uniforme de la convolution L? * L¥

Le résultat suivant se base sur la continuité de la translation.

Proposition

Soient p, p’ € [1, 400 tels que ;4— ;, =1

Sif € LP(RN) et g € V' (RN), alors f % g est uniformément continu et borné
sur RN,
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Continuité uniforme de la convolution L? * L¥

Preuve

On sait que f * g est défini partout sur RV et est borné.

Soit F une fonction définie par F(x) = f(—x) Vx € RN. Alors F € LP(RV)
et ||Fllmvy = IIf |l @ny-

D’autre part, pour tous x, z € RY,

fog)f xs@l =| [ (e =) - e - g ]
- | [ -0 -y -2 1

~| [ (Ew) - R

< |l7xF — 72F ||y ||8HLP’(RN)

= HTx—zF - FHLP(RN) HgHLP'(RN)'



Continuité uniforme de la convolution L? * L¥

Preuve (suite)

Or d’apres la continuité de la translation,
Ve > 0, 36 > 0, ||hH <= HThF _F”U’(RN) <eEe.

Dong, |f *g(x) — f * g(z)| < ngHU,/(RN) des que |[x —z|| < J; c'esta
dire x — f * g(x) est uniformément continue sur RN. Ceci termine la
preuve. [
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Régularisation par convolution
Suite régularisante

Définition
On appelle suite régularisante, toute suite de fonctions réelles (py)xen Véri-

fiant :

e pr(x) >0 Vx e RY,
® P € CCOO(RN)/

o supp(pr) C B (O, ,1)

. / o(x)dx =1 Vk € N*.
RN

- U
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Régularisation par convolution

Théoréme

Soit (pi)ken+ une suite régularisante. Alors

(i) Pour toute fonction f € C(RN), ona

pr*f— f — 0 uniformément sur tout compact de R,
—>+00

(ii) Pour toute fonction f € LF(RN), ona

llox * f _f”LP(RN) k—T-:oo 0.

o,
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Régularisation par convolution

(i) Soitf € C(RN).
Comme C(RN) c L} (RN), alors py = f est défini et continu sur RN.

Soit K un compact fixé de RN. Montrons que p *f —f — 0
k—r~+o00

uniformément sur K.
Comme f est uniformément continue sur K, alors pour tout ¢ > 0, il
existe § > 0 (6 dépend de K et ¢) tel que

fx—y) —f(x)| <e Vx € K, Yy € B(0,9).
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Régularisation par convolution

Preuve (suite)

En utilisant la commutativité du produit de convolution et le fait que
/ pk(y) dy = 1, on obtient
RN

pesf@) —f0 = [ (For=9) =) miw)dy

:L<1>Qu—w—ﬂwyuw@-

"%

1
Donc pour k > 5 et xe K,ona

s f0) —f)] < |

B

o,
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Régularisation par convolution

Preuve (suite)

(ii) Soit f € LP(RN).
Comme C.(RY) est dense dans LP(RN), alors

Ve >0, 31 € C.(RY) tg. |If —fllpmy) <e
D’une part, comme pi * (f — f1) = px *f — pc * f1 , alors
pexf—f=loex(F )] + [ xfi - A] + [ —f]-
D’ou
ok *f = flle@yy < llok = (F = f)lleyy + ok = fi — fill o vy

+ If = Al vy
<2|If - fillp@yy + ok *fi = fill ey
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Régularisation par convolution

Preuve (suite)

D’autre part, d’apres (i) on a p * fi ] —  f1 uniformément sur tout
—r+o0

compact et comme

supp(px * f1) C supp(px) + supp(fi) = supp(px) + supp(f1)

1 J—
CB (0, k) +supp(f1) C B(0,1) + supp(f1) = K

ou K est un compact fixe, alors

1

ok * f1 = fill vy < sup [k * f1(x) — f1(x)] (/de>’“ AN

XERN k—+o0

On déduit que limsup [|px * f — fllpp@ny < 2e Ve > 0.
k—+o00
C’est a dire lim ||px *f _fHU’(]RN) =0. O
k——+00
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Densité de C° dans L

Théoréme
Soit p € [1,+00]. Alors, D(2) = C2°(Q2) est dense dans LP(£2).

Preuve

Elle va se faire par troncature et régularisation.
Soient f € LP(2) et ¢ > 0. Comme C.(f2) est dense dans L”(2), alors il
existe f; € C.(Q2) telle que

If —fillr) <e.

On considere la fonction g définie par

| fAilx) sixeQ
8(x) _{ 0 SsixeRN\Q
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Densité de C° dans L

Donc, ¢ € C.(RN) et par suite p; * ¢ € C(RN). Par suite, comme
Cc(RN)  LP(RN), alors d’apres le théoréme précédent

ok * & _gHLP(RN) k—:)oo 0.

Soit ux = (px * &) la restriction de py * g sur 2. En utilisant le fait que
pour k assez grand,

1
supp(pi*8) C supp(pi) + supp(f) C B (0, k) +supp(f) C O,

alors uy € C2°(Q2) pour k assez grand et de plus [jux — f1l|1r(q) . —+> 0.
—
Dong, pour k assez grand, on a

luk = fllr ) < lluk = fillr) + A = fll@) <2e. 0
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Réflexivité et séparabilité de L?

Théoréme
L’espace LP(2) est

(i) réflexif pour p €)1, +o0],
(ii) séparable pour p € [1, +ool.

Remarque

(i) Les espaces L1 () et L°(2) ne sont pas réflexifs.
(ii) L’espace L*>°(2) n’est pas séparable.

o,
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Dual de [Y

Théoreme de Représentation de Riesz

Théoréme

Soient p € [1,4o00[ et p' son exposant conjugué. Alors, pour tout ¢ €
(LP(Q))', il existe un unique u € LV () tel que

< p,f>= /f(x)u(x) dx  pour tout f € LP(Q).
Q
De plus, |[ull o) = llellwr @)y

Remarque

(i) Le dual de LP(R) s’identifie a LV (Q) sip € [1, +o0].

(i) Le dual de L>(X2) contient strictement L}(Q) et s'identifie a I'espace des
mesures de Radon.

oJe
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