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AVANT-PROPOS

L’objectif de ce polycopié est de donner les outils de base pour I'étude des équations aux dérivées par-
tielles (EDP). Ces EDP modélisent de nombreux phénomenes issus de la physique, de la chimie ou encore

de la biologie et de la finance.
Le cours est organisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux espaces de Hilbert qui fournissent un environnement adéquat pour
I'étude des problemes variationnels. Les principaux théorémes de projection, de représentation de Riesz-
Fréchet et d’existence de base Hilbertienne sont développés.

Le deuxiéme chapitre comporte 1'étude des espaces de Lebesgue L? ol p € [1,+00] qui jouent un rdle
important en analyse fonctionnelle et en théorie des équations aux dérivées partielles. On présente leurs
propriétés, les théoremes de densité et la notion de réflexivité et de dualité.

Au troisieme chapitre, on introduit les espaces de Sobolev, on présente leurs principales propriétés, les
théorémes de densité, les théorémes de trace et les inclusions de Sobolev qui sont tres utiles pour étudier la

régularité des solutions des équations aux dérivées partielles.

Le dernier chapitre porte sur I'étude de la formulation variationnelle des équations aux dérivées par-
tielles. Elle s’exprime dans le cadre des espaces de Hilbert et s’étend aux espaces de Banach. On prouve
I'existence et I'unicité des solutions a l'aide des théorémes de Lax-Milgram et de Minty-Browder. Enfin, on

donne une application de cette étude variationnelle & un probleme de Dirichlet.

Bonne Lecture
Arij Bouzelmate
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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans tout le chapitre K = R ou C et £ un espace vectoriel sur le corps K.
1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.1. On appelle forme hermitienne sur E toute application ¢ : E x E — K telle que
() @ est linéaire par rapport a la premiére variable, c’est a dire
v (au+ Bv,w) = ap (u,w) + Be (v,w), Yu,v,w € E, Vo, € K.

(i1) @ (u,0) = 9 (,w), Vu,v € E.
Remarque 1.1. ¢ (u,u) € R, Vu € E.

Définition 1.2. Une forme hermitienne o est dite positive (respectivement définie positive ou bien un produit scalaire)

si pour tout v € E, @(u,u) > 0 (respectivement pour tout u € E\ {0}, o(u,u) > 0).

Théoreme 1.2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit ¢ une forme hermitienne positive sur E. Alors
o (u,0)|” < o(u,u) p(v,v), Vu,v € E.

Si de plus o est définie positive, I'égalité a lieu si et seulement si w et v sont linéairement dépendants.

Preuve. Soient u,v € E. Si p(u,v) = 0, le théoréme est évident. Supposons alors ¢(u,v) # 0. Soient A € R
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etf € C, alors
0 < o(\u+ v, \u + 0v) = N2p(u,u) + X0 o(u,v) + M o(u,v) + |0)*¢(v,v)
= Np(u,u) + 2ARe (0 o(u,v)) + |0]*¢(v,v).

u, v )
En prenant § = 14 , on obtient

| (u, v)

Mo (u,u) + 2\ @ (u, v)| + @(v,v) > 0 pour tout \ € R.

D’ou, il faut que

A = Jp(u,v)|* = p(u,u)p(v,v) <0

Ce qui est la relation voulue.

La relation |¢(u,v)|? = @(u, u)e(v,v) équivauta A’ =0, ce qui équivauta A = —m-
2
oM+ Ov, M+ Ov) = _letw vl ¢(v,v) = 0.
o(u, u)

Comme ¢ est définie positive, nécessairement Au + fv = 0. Ce qui termine la preuve. O

Corollaire 1.3. Soit  une forme hermitienne positive (respectivement définie positive) sur E. Alors, I'application N

définie sur E par N (u) = \/¢(u,u) pour tout u € E est une semi-norme (respectivement N est une norme).

Preuve.

(i) N(u) = /o(Au, M) = 1/ Mp(u, u) = |A[N(u).

(1) Comme Re(p(u,v)) < [p(u,v)| < N(u)N(v), on en déduit que

N2 (u+v) = p(u+v,u+v) = p(u,u) + p(v,v) + 2Re(p(u, v))
< N2(u) + N%(v) + 2N(u)N(v) = (N(u) + N(v))Q.
La preuve est terminée. O
Définition 1.4.
(t) On appelle préhilbertien tout espace vectoriel E muni d’un produit scalaire.

(43) On dit que E est un espace de Hilbert si E est préhilbertien et complet.
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Remarque 1.3. (i) On note le plus souvent le produit scalaire par (.,.) et la norme par |.|.

(12) Comme toute norme est continue alors le produit scalaire est une fonction continue par rapport i chaque variable.

Exemple 1.1.
1) L'espace vectoriel 1 des suites x = (xy,)nen de nombres complexes de carré sommable muni du produit scalaire
(z,y) = Z ZTnYn est un espace de Hilbert.

neN
2) Soit Q un ouvert de RN, I'espace

L*(Q) = {f :Q — C; f mesurable et / |f(2)]? dz < oo}
Q
muni du produit scalaire (f, g) = / f(z)g(x) dx est un espace de Hilbert.
Q

Proposition 1.5. Soit E un espace préhilbertien.
1) Soient u, v € E, non nuls. Si

[+ o = [lul + [|vl

alors, il existe X € R tel que u = Av.

2) Pour tous u, v € E,ona
o+ o2 + fJlu— |2 = 2 [Huu2 + ||v|\2] (Identité de parallélogramme).

3) Pour tous u, v € E,ona

2 2

U+ v
2

uU—0
2

1
= [||uH2 + ||v||2] (Identité de la médiane).

4) Soientu, v € E.Si K=R,ona

1
(10 = ¢ e o1 = o= 01| = 3t ofP = ul? = ol

N =

5) Soientu,v € E.Si K=C,ona
1 2 2 . - 12 - 112
() = 7| llu+ vl = = o] + i fu+ 0] = fju = iv]2}|.
6) La norme ||.|| est strictement convexe, c’est a dire

Vu,v € E, V0 €)0,1], Heu +(1- 9)vH < Olful| + (1 — )]
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L’inégalité est stricte si u # v avec ||u|| = ||v||.

Preuve. Les démonstrations de 1) a 5) se font par calcul, tout en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Donc, on va montrer juste la stricte convexité. Pour cela on calcule
2
Heu +(1- o)vH = 02|l + (1 — 0)|jv]|? + 20(1 — ) Re(u, v)

et

(9Hu|| +(1- 9)||vll)2 = 0%llull* + (1 = 0)*[[v]|* + 20(1 = 0) [[ul ][ v]]-
Soient u # v avec ||u|| = ||v||. Supposons qu'il y a égalité, alors on doit avoir
Re(u, v) = |lull[|v]].
Par suite, on aura d’apres 1'inégalité de Cauchy-Schwarz
[ulllloll = Re(u, v) < |(u,v)| < [[ull]v]-

D’ou, il existe A € K tel que v = Au, c’est a dire u et v sont colinéaires. Or |lu|| = ||v||, ce qui donne |A| = 1.
D’autre part, on a

Re(u,v) = Re(u, \u) = Re(\)||ul|?.

D’ot1, on doit avoir

Re(N)l|ull* = [Jull [xull = [A]]Jul

Donc

Rel = |A\| = 1 = Re\.

D’ol1 nécessairement, A = 1. On conclut qu’il n’ y a égalité que si u = v. O
2 Théoremes de projection

Définition 2.1. Soit E un espace préhilbertien et soient u,v € E. On dit que u est orthogonal d v si (u,v) = 0.
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Théoreme 2.1. (Théoréme de Pythagore)

Soit E un espace préhilbertien et soient u,v € E. Si u est orthogonal a v, alors |Ju + v||* = ||u||* + ||v]||*.

Proposition 2.2. L'ensemble des éléments d'un espace préhilbertien E, orthogonaux a un élément uw € E est un

hyperplan fermé.

Preuve. Soit u € E. Posons

ut = {v € FE; (u,v) = 0}.

Soit la fonction f définie sur E par f(v) = (v, u).
[ est évidemment linéaire et continue car |f(v)| < |[v]| |lul| etonaméme | ||z, z) = |lull. Dot ut = f71(0)

qui est fermé, et ainsi ut est exactement le noyau de la forme linéaire f. O

2.1 Projection sur un convexe fermé

Position du probléme :

Soit E un espace vectoriel normé sur K et soit C' un ensemble convexe non vide de E. A tout point z € E,
on lui associe sa distance d(z,C) = Zlgg |z — z]|
Existe t-il un élément y € C tel que d(z,C) = ||z —y|| ?
Siz € C,alors y existeety = z.Siz € C \ C, d(z,C) = 0 et la borne inférieure n’est pas atteinte, et alors
y ne peut pas exister. D’ot, il est nécessaire de supposer que C est fermé sil’on veut que y existe pour tout

r e F.

Remarque 2.2. Si E = R? (identifié au plan affine apres le choix d'une origine O) et C' est une droite passant par

l'origine ; I'élément le plus proche de x € R? est la projection de x sur la droite C qui est unique et qu’on note par
y = Po(z).

En effet, d’apres le théoréme de Pythagore

o =21 = lla = yllI* + lly — 2II* > lz = y]*  VzeC.
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Dans la suite on va généraliser le résultat a un Hilbert.

Théoreme 2.3. Soit H un espace de Hilbert et soit C' un convexe fermé non vide de H. Alors pour tout f € H il

existe un unique u € C tel que
—u| = inf || f —v].
I =l = inf £ = v

De plus w est caractérisé par la propriété

ueC
Re(f —u,v—u) <0 VveCl.

On note w = Pc(f) la projection de f sur C.

Preuve. Soit f € H. La démonstration va se faire en trois étapes.
(i) Existence.

Soit (v, )nen une suite minimisante, c’est a dire

=|f - = inf ||f — .
Qo = |If = vall ,—_d= it I~ ]

v, €C VYneN et
— 400

La suite (vy,)nen est de cauchy dans H. En effet, Soient n, m € N, en appliquant 'identité de la médiane

avecu = f — v, etv = f — v, , on obtient

; Va0 |2 | vn —om |[? &2+ 2,
2 2 2
Puisque C est convexe, WTU"I € Cetalors ||f — Yn + Vm ’ > d. D'ot,
Up — U SR Ly o
S n m _ d H 0.
2 2 n,m——4o0o

D’ou, limJr l|vn, — v || = 0. Dong, (vy,)nen est une suite de cauchy dans H et par suite, il existe u € H tel
n,m——+oo

que 11111 vy, = u. D’autre part, Vn € N, v,, € C quiest fermé, d'ouu € Cetona d = ||f — ul.
n—-+0oo

(#4) Unicité.

Soient uy, us € C tels que u; # uy et vérifiant

IF = wnll = 1f = wall = inf || ] =d
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Comme la norme de H est strictement convexe, alors

U1 t+up
2

d
Hf )

| fmuw | fue
_H 2 + 2

f—w
<
E

f—u
5

U + U2

Ce qui est absurde puisque cCetd= 122 If =l

(7i7) Caractérisation.
(%) Soitu € C'tel que || f —ul| = 1g£ IIf —v]. Soitv € C et soit 6 €]0,1].

Puisque C est convexe, alors (1 — 6)u+ 6v € C. D’out
I1f = ull < [If = (1= O)u+ )|l = [If —u—0(v—u)l,

et alors

1f = ull® < ILf = ull® + 0*|v — ull® — 20Re(f —u, v —u).

Par suite

2Re(f —u,v —u) < 0ljv —ul*

Ceci pour tout 6 €]0, 1[, d’otr en faisant tendre 6 vers 0, on obtient Re(f — u,v —u) < 0.

(*x) Inversement supposons que u € C vérifiant
Re(f —u,v—u) <0 WweC.
Comme
If =l =11 —u—(v=w)* =If —ul®+llv —ull* = 2Re(f — u,v —u) > || f — ull?,

alors
If = ull < 1f = oll-
Ceci a lieu pour tout v € C. D'ouy, ||f —u| = vuelg If =o|. O
Remarque 2.4. La projection sur un convexe fermé C possede les propriétés immédiates suivantes.

(i) Po(z) =z <=2 €C.

(ZZ) Pg = PC o PC = Pc.
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Définition 2.3. Soit H un espace de Hilbert. L'application A : H — H est dite monotone si
Re(A(ac)—A(y),x—y) >0, Vz,yeH.

Proposition 2.4. Soit H un espace de Hilbert et soit C un convexe fermé non vide de H.
(¢) L'application projection Pc sur C est continue sur H. C’est une contraction large et de plus elle est monotone.

(#4) L'application Q) = I — P vérifie les mémes propriétés.

Preuve. Soient fi, fo € H et posons uq = Po(f1) et ug = Po(f2).

(¢) Onapour tout v € C,
Re(fi —up,v—u1) <0 et Re(fo—ug,v—uz) <0.

En prenant respectivement v = uy dans la premieére inégalité et v = u; dans la deuxieme et en faisant la
somme, on obtient
Re(f2 —uz — fi +u1,u1 —uz) <0;
c’est a dire
Re(f2 = fr,ur — ug) + Re(uy — ug, uy — ug) <0.
D’ou
0 < |lur —u2l|® < Re(fo — fr,us — u1).

D’oti, Pc est monotone et de plus d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

ur — ua|® < || fo — full llur — uz]|.

[ur = uall = [[Pe(f1) — Pe(fo)ll < |Ifi — f2ll.

Donc, P est une contraction large, en particulier elle est continue.

(#9) Comme @ = I — P, alors

Re(QUf1), Pe(f2) = Po(f1)) <0 et Re(Q(fa), Pe(fi) — Po(fz)) <0.
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Donc

Re(Qf1) = Q(f2), (1 = Q)(f1) = I = Q)(f2) > 0.
D’ou

Re(QU) = QU) i = f2) 2 1QUA) = Q)| = 0.

De la méme fagon que (i), on déduit la monotonie et la contraction largede Q =1 — Pc. O

2.2 Projection sur un sous espace vectoriel fermé

Théoreme 2.5. Soient H un espace de Hilbert et M un sous espace vectoriel fermé de H.

Soit f € H. Alors, uw = P (f) est caractérisé par la propriété

ueM
(f —u,v)=0 Vove M,

en d'autres termes (f — Pas(f)) € M*. On dit que Py (f) est la projection orthogonale de f sur M.

Preuve. (i) Soientw € M et A € K, alors, u + A(w — u) € M. Or M est un convexe fermé, d’ott
Re(f —u,u+ Aw —u) —u) <0.

C’est a dire

ReA(f —u,w —u) <0.

En prenant A = (f —u, w — u), on obtient |(f —u,w —u)| = 0. Ceci a lieu pour tout w € M. Or tout élément
v € M peut s’écrire comme v = w — u, avec w € M. D'olt (f —u,v) = 0 pour tout v € M, c’est a dire
(f —u) e M+,

(#4) Inversement, soitu € M tel que (f—u,v) =0 Vv € M.Enprenantv = w—u, on obtient (f—u,w—u) =0,

d’ott Re(f —u,w—u)=0VYwe M. O

Proposition 2.5. Soient H un espace de Hilbert et M un sous espace vectoriel fermé de H.

L’application projection Py sur M est linéaire continue de H dans H de norme < 1 et égale a 1 si M # {0}.
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De plus, Py, (0) = M* est un sous espace vectoriel fermé supplémentaire topologique de M dans H, c’est a dire

H=Me& M~

Preuve. (i) Lalinéarité de Py se déduit facilement de la caractérisation de la projection.

En effet, soient fi, fo € H, alors d’apres la caractérisation de la projection sur M, on a
(fi =Pu(f1),v) =0 et (f2—Pu(fz),v) =0, VveM.

Ce qui implique que

(fi+ fo— (Pu(f1)+ Pu(f2)),v)=0, YoeM

Comme Py (f1) + Pu(f2) € M, alors Py (f1 + f2) = Par(f1) + Par(f2).

De la méme fagon, on montre que Pa;(Af) = APy (f), Vfe H etVaekK

D’autre part, on sait que Pjs est une contraction large. Donc, ||Pa(f)|| < | f|l pour tout f € H. D'ot,
| Pl 2o,y < 1.Si M # {0}, en prenant f, € M\{0}, on abien Py (fo) = fo. Do, || Parll 2. (rt, 1y = 1-

(#4) On sait d’apres la remarque 2.4|que
M={zeH; Py =1}
et d’apres la caractérisation de la projection orthogonale sur M,
P/ (0)={r € H; Py(z)=0}={zc H; 2 —Py(x)=x—-0cM*}={zcH; x € M} = M*+.

Comme P, est continue, P];[l 0)=M L est un sous espace vectoriel fermé.
Pour finir, il est facile de voir que M N M+ = {0} et pour tout f € H, f = Pu(f) + (f — Pu(f)) ou

Py(f) € Met(f — Pu(f)) € M. Dot H= M @& M~. Ceci termine la preuve. O

3 Dual d’un espace de Hilbert

Les théoremes de projection vont nous permettre de montrer que le dual d'un espace de Hilbert peut

étre identifié & cet espace. Pour cela, on besoin des résultats suivants.

10
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3.1 Dual topologique

Soit X un espace vectoriel normé sur K et soit X’ = £.(X,K) le dual topologique de X.
On note par < &',z >x/ x la valeur de 2’ au point = pour tout (z/,z) € X’ x X.

On munit X’ par la norme

/ | < "E/,.’E > | / /!
||| x = sup —— "+ = sup | <z ,x>|= sup|<a,z>]|
zeX\{0} ] lzl<1 |z)|=1

Puisque K est complet, alors X’ est un espace de Banach (c’est a dire un espace vectoriel normé complet).

Remarque 3.1. D’apres la définition de la norme de X', on a
| <2,z > | <|2||x ||z||lx  pourtout (z',z) € X' x X.

3.2 Injection canonique d'un espace préhilbertien dans son dual

Soit H un espace préhilbertien.

Soit « € H. On consideére l'application définie par
v, H—=K
y = ¢aly) = (y,2)

11 est clair que I'application ¢, est linéaire et continue, donc ¢, € H' etona

el = HSlulpll%c(y)l < ||zl
yll=

De plus, siz # 0,on a

(z,2) |(y, )

el = 22 < qup Dy
lzllz ~ yemvioy Iylla

Donc ||z || = ||z|| g pour tout = € H; (si x = 0, le résultat est évident).

On conclut que ¢, est une isométrie.

11
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Proposition 3.1. Soit H un espace préhilbertien et soit I'application

¢: H— H

T =, H—=K
définie pour tout x € H par

< @),y > = p.(y) = (y,)  pour tout y € H.

Alors, ¢ est antilinéaire continue et injective (c’est une isométrie). On I'appelle l'injection canonique de H dans H'.

Preuve. (i) Soient z1, x5 € H et a, 5 € K. Il est facile de voir que

Plawy +B2)(y) = (y, 01+ Br2) = (a@1 + Baz,y) = Aly, 1)+ By, 22) = G (21)(y) +Bd(22)(y),  Vy € H.
(i3) ¢ est continue et injective car pour tout z € H, ||¢(z)||n' = ||pzllm = |zl g. O

Proposition 3.2. Soit H un espace préhilbertien.
Soit (xn)nen une suite de H et soit x € H. Alors, il y a équivalence entre les propriétés suivantes.

(1) z, W T dans H (convergence forte), c’est a dire ||z, — z|| WS 0.

(#1) xp oo (convergence faible) et ||z, || WS [l

(i) Yy € H (nyy) — (e,) et Janl —> ol

Preuve. (i) = (ii) car I'application =’ est continue et de plus |||z, — [|z| < [|zn — z|| —.0
n—-+0oo

(12) = (it3) (zn,y) =< (), xn, > — < ¢(y),z >= (x,y) ol ¢ est I'injection canonique de H dans H'.

n—-+o0o

(i) = (1) ko — 22 = aall? + 2] ~ 2Re(en,2) > [lo]? + ]2 ~ 2lje]* = 0. O

+oo

Remarque 3.2. L'application ¢ est bijective de H dans ¢(H) C H'.

La question qui se pose maintenant, quand est ce que ¢(H) = H'?

Le théoreme suivant répond a cette question.

12
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Théoreme 3.3. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert.

Etant donné x’ € H', il existe un unique x € H tel que

<z'yy > = (y,x) pourtouty € H.

De plus, [|2[|m = [|’[z--

Autrement dit, l'injection canonique ¢ est bijective.

Preuve. Il suffit de montrer que ¢ est surjective.

Pour cela, on se donne =’ € H' et on pose

M= (z')"0)={ye H, <2,y >=0}.

Comme 2’ est continue, alors M est un sous espace vectoriel fermé de H. Deux cas se présentent.

e Si M = H,alors ' = 0 et par suite z = 0.

e Si M +# H.Alors, H = M & M+ et M est un hyperplan de codimension 1. Soit e une base de M+ de norme
le]| = 1. S’il existe z tel que < 2’,y >=< ¢(z),y >= (y,x) pour touty € H, alors nécessairement, z € M+
(car < 2/, z >= (z,2) = 0 pour tout z € M) et alors il existe A € K\{0} tel que x = Xe.

D’autre part, on a

<a'je>=(e,z) = (e, \e) = \.

Dot, A=< a',e > etalors x = < 2/,e >e.
Inversement, soit © = < z/,e >e. Montrons que < z’,y >= (y,x) pour touty € H.

Soity € H. Alors, il existe y; € M et o« € Ktel que y = y1 + ae. On a donc

(y,2) = (y1 + ae,x) = ale,z) = ale,< 2/,e >e) =a < z',e >=< 2’ ,ae>=<2',y1 + ae >=< 2,y >.

Ceci acheve la démonstration. O

Remarque 3.4. Si K = R, l'application ¢ est un isomorphisme et une isométrie de H dans H'. Ce qui permet

13
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d’'identifier H a H'. D’oit, V' € H', 3'x € H tel que
<a'y>=(y,2)=(vy) VyeH

Corollaire 3.3. Soit H un espace de Hilbert. Alors son dual H' est un espace de Hilbert et I'application i de H dans

H" définie pour tout x € H par
< (i(m),w’ > H =< .’E’,l’ >H'.H pour tout ' € H'

est une isométrie et un isomorphisme de H dans H".

On dit alors que H est réflexif et donc on peut identifier H a H" (car i(H) = H").

Preuve. Posons pour tous z’,y’ € H’
(@) = (7' (), 07 (a"))
oll ¢ est la bijection canonique de H dans H’ définie par
< ¢(x),y > u= (y,x) Vx,ye€ H.

Il est facile de vérifier que ((.,.)) est un produit scalaire sur H' et comme il est complet (car K est complet),
alors c’est un espace de Hilbert.

Soit ¢ la bijection canonique de H' dans H" définie par
<@,y >prw=((y,2")) Va',y € H.
Alors 9 o ¢ est linéaire continue bijective et une isométrie de H dans H"”. De plus, Vo € H Va' € H',
<pop(x),a’ >= ((',6(x)) = (2,671 (") =< d(¢7 " (2)), & >=< 2,2 >=<i(w),2’ > .
Dot o ¢ =i. O

Il faut noter qu’on identifie tres souvent H' a H. Mais faut-il le faire systématiquement ? La réponse est

non.

Avant de donner un exemple qui confirme cette réponse, on démontre le résultat suivant.

14
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Proposition 3.4. Soient H et V deux espaces de Hilbert sur R. On suppose qu'il existe une injection linéaire continue
jdeV dans H telle j(V') est dense dans H. Alors, il existe une injection linéaire continue j' de H' dans V' telle que

J'(H') est dense dans V.

Notation. V< HetV=H=— H < V'etH =V'.

La preuve de la proposition nécessite le corollaire suivant.

Corollaire 3.5. Soit H un espace de Hilbert et soit A une partie de H. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) A est totale c’est a dire le sous espace vectoriel L(A) engendré par A est dense dans H.

(i¢) Pour tout x' € H' si x’ est nulle sur A, alors x' est identiquement nulle.

(iii) A+ = {0}.

Preuve. La démonstration va se faire en deux étapes.

Etape 1. (i) < (éii).

On montre d’abord que L(A) = A+,
Ona L(A) C A" car A  L(A) c L(A).
Soit maintenant y € A1, alors pour tout a € A, (a,y) = 0 et donc d’apres la linéarité du produit scalaire

par rapport a la premiére variable, on déduit que pour tout @ € L(A), (a,y) = 0 et puis en utilisant la

continuité par rapport a la méme variable, on obtient (a,y) = 0 pour tout a € L(A).

D’autre part, comme L(A) est un sous espace vectoriel fermé de H, alors

H=T(A) & L(A) = L(4) & AL,

et par suite (i) <= (4i7).
Etape 2. (ii) <> (iii).

Supposons que At = {0} et soit 2’ € H' telle que < 2’,a >= 0 Va € A. Alors ceci est équivalent a

<¢pop (a),a>=(a, ¢ (z)) =0 Vac A,

15
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ol ¢ est la bijection canonique de H dans H'.
D'ot, ¢~ 1(2') € AL ={0} et par suite 2’ = 0.

Inversement, supposons que (ii) est vérifiée. Soit z € A+, alors
(a,) =0 Vae€ A
D’ou
<¢(x),a>=0 VaecA

Par suite, comme ¢(x) € H’

< ¢(x),y >=(y,z) =0 VyeH

En particulier ,on a (z,x) = 0, ce qui donne = = 0. Par conséquent, A+ = {0}. O

Preuve de la Proposition3.4] On définit j': H' — V'’ par

-/

<j@)y>vv=<2a'jly) >wn Va'€H etVyeV.

(¢) il est facile de voir que j’ est linéaire. Montrons qu’elle est continue. On a
| <3'@)y >vev | =<2 i) >am | < 2w i@ < 12w llillecvmlylv.
D’ou
15" @)l < Nl cevan |-

Par suite j’ est continue et de plus

15" cocerr vy < Millzoov,m)-

(i1) j’ estinjective. En effet, soit 2’ € H' tel que j'(z') = 0, c’est a dire
-/ / !
<j (@), v >y y=<a',j(v) >y, g=0 pourtout veV.

Or j(V) est dense dans H, ce qui donne d’apres le corollaire[3.5| z' = 0.

(i4i) j'(H') est dense dans V’. Montrons ceci par I’absurde en supposant que (j'(H')) = £ {0}

16
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Soit y' € (5/(H' ))L Alors y' est non identiquement nulle. D’autre part, en utilisant I'isomorphisme cano-

nique ¢ de V dans V' (car K = R), on trouve que pour tout =’ € H’,
0=(("(="),9")) = (¢~ ()07 (' (2")) =< 5" (&), o (¥) >viv=<a",jod ' (y) >m.m -

D’ou jo ¢ !(y') =0, et par suite y' = 0. Ce qui est absurde. O

Remarque 3.5.
(i) Onaleschéma V — H = H' — V' oil les injections sont continues et denses (on dit que H est Iespace pivot).

(13) Tout élément f € H (= H') peut étre identifié a un élément f' € V' défini par
< flvsviy=<joo(f)v >y y=<o(f)j(v) >m.m= (i), fla = (f,jw)n YveV.

ol ¢ est l'isomorphisme canonique de H dans H'. D’oi, si on considére V' comme un sous espace de H et lui méme un
sous espace de V', alors

<f,v >V v= (f,U)H VfGH et YveV.

Conséquence.

L'application j’ o ¢ o j est une injection linéaire continue de V' dans V' qui est a priori distincte de l'injection
canonique de V dans V’. Par conséquent, on ne peut pas toujours identifier I’espace a son dual. En effet,
comme V — H = H' — V’, alors si on identifie V& V' on doit avoir V' = H; ce qui est absurde.
Ainsi on ne peut pas faire simultanément les deux identifications; il faut choisir. L'habitude est de choisir

I'identification H' = H.

4 Bases Hilbertiennes

Définition 4.1. Soit H un espace de Hilbert.

On appelle base Hilbertienne toute suite (e, )nen~ d'éléments de H telle que

17



Arij Bouzelmate Faculté des Sciences

(1) (en)nen~ est orthonormale, c’est a dire (e, em) = dpm Vn, m € N*.

(#4) Le sous espace vectoriel engendré par les (e, )nen~ est dense dans H, c’est a dire L ( UN {en}> =
neN*

Proposition 4.2. Soit H un espace de Hilbert et soit (ey,)nen~ une base Hilbertienne de H.
Alors, tout élément x € H s’écrit
oo
=Y )
n=1
De plus

lz||? = Z I(z, en)|? (égalité de Bessel-Parseval).

Preuve. Soit x € H. Pour chaque k € N*, on note par 2 = P, la projection de z sur {e; }. Alors
xp = (z,ex)er,  Vk e N*

En effet, on a z = arer ol ar € K; et d’apres la caractérisation de la projection sur un sous espace
vectoriel fermé,

(x —ap,ep) = (x —ager,e) =0  Vk e N*.

Dong, ay = (z,e;) Vk € N*.

n
Posons S,z = E x}, , alors
k=1

(@1 + a2+t Tt ot b an) = Y Jal? (R)
k=1

1Sn]* =

D’autre part, d’apres la caractérisation de la projection sur un sous espace vectoriel fermé, on a
(r — xk,xr) =0,

c’est a dire
(z,2) = (zp, 21) = |2k

et par sommation de £ = 1 a n, on obtient

(, Sn) leﬂfkll2 = [|Sne|*.

18



Arij Bouzelmate Faculté des Sciences

D’ou
[Snz|| < ||z

Soit FF =L < UN {en}> le sous epace vectoriel engendré par les (e, ),en+. Comme F est dense dans H, alors
neN*

Ve>0 JuecF telque |z —ul <e.

[Sna = Snull = [1Sn(z — )| < [l — ull,

[Sna — 2| < ||Spz = Spull + [|Snu = x| < [l —uf| + [|Spu - 2[|.

Or pour n assez grand, S,u = u; d’olt
|Sne — x| < 2|z —ul| <2  pour n assez grand,;

c’est a dire
o
lim S,z = an =z
n=1

n—-+o0o

et I'égalité de Bessel-Parseval se déduit facilement en faisant tendre n vers +oo dans la relation (R). O

Théoreme 4.1. Toute espace de Hilbert H admet une base Hilbertienne.

Preuve. On va distinguer deux cas.

Cas 1. H est séparable.

Soit (an)nen+ une suite totale dans H. On va construire a partir de cette suite une base Hilbertienne.

En enlevant, par récurrence, les a; qui sont combinaisons linéaires de ceux qui les précedent, on peut sup-
poser que la suite est formée d’éléments linéairement indépendants.

Pour orthogonaliser cette suite, on utilise le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt en définissant

une suite (e, )nen+ par

ey =a1, ex=ay— Pr(az), -, ep =an — Pr,_,(ayn)
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oll P, estla projection orthogonale sur le sous espace vectoriel F; engendré par {aq,--- ,a;} (F; estcomplet
car il est de dimension finie et donc fermé).

Raisonnons par récurrence, en supposant démontré que {es, - - - , e, } est un systéme orthogonal (c’est a dire
(es,e;) = 0 pour tout ¢ # j ) qui engendre F,,.

La relation e,4+1 = ant+1 — Pr, (an4+1) montre que e, 41 # 0 puisque a,4+1 n'appartient pas a F, et de plus
d’apres la caractérisation de la projection orthogonale sur un sous espace vectoriel fermé, e, est orthogo-
nal & F,,. Dong, {e1,- - ,ent1} est un systéme orthogonal et comme a,+1 = e,41+ (un vecteur de F),), ce
systéme engendre le méme sous espace que {a1,- - ,an41}, C'est & dire engendre F), 1.

Dong, la suite orthogonale (e, )nen- est totale dans H.

Pratiquement, la détermination des éléments de la suite (e,,)nen+ e fait ainsi: les ey, - - - , e, étant détermi-
nés, on pose

n
€ntl = Qny1 + E Ai €.
i—1

Pour tout 1 < i < n, onadonc

0= (anti,€) + A (e, €).

D’ou

)\‘ _ (a"rb-‘rlv ei)

= — ot
€3]]
. . € . L. . ,
Sil’on pose enfin b, = ﬁ’ la suite (by,)nen-+ est évidemment orthonormale et par suite c’est une une base
en

Hilbertienne de H.

Cas 2. H n’est pas séparable.

On suppose que H n’est pas réduit a {0}. Soit A un systéme orthonormal de H. On désigne par ‘B l'en-
semble des systemes orthonormaux de H qui contiennent A, qu’on ordonne par l'inclusion C. Alors B n’est
pas vide puisqu’il contient A.

Montrons que (B, C) est inductif (c’est a dire admet un majorant). Soit { B;},c; une partie totalement or-
donnée de (B, Q).

Alors pour montrer que 'UIBZ' est un majorant, il suffit de montrer que 'UIBi est un systéme orthonormal.
S 1€
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En effet, soient x, y € igIBi tels que x # y, alors, il existe j € I tel que z, y € B; (car { B; };cr est totalement
ordonné). Doy, ||z|| = ||y|]| = 1 et (z,y) = 0. Ainsi, on a montré que ingi est un systéeme orthonormal.

D’apres le lemme de Zorn, il existe un élément maximal B de 8. Alors, B est une base hilbertienne de H ;
en effet il suffit de montrer que B est total, c’est a dire que le sous espace L(B) engendré par B est dense
dans H. Sinon, d’apres le corollaire Bt # {0}. Soit 29 non nul orthogonal a B. Donc, B U {izl} est

un systéme orthonormal qui contient strictement B. Or ceci contredit le caractere maximal de B. Donc, B

est total est par suite une base Hilbertienne de H. O

Remarque 4.2. Tout systéme orthonormal d'un espace de Hilbert est contenu dans une base Hilbertienne.
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Chapitre 2

Espaces X

Tout le long du chapitre, 2 désigne un ouvert de R (N > 1) muni de la mesure de Lebesgue dz.
1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.1. (i) Soit 1 < p < oco. On appelle L? () I'ensemble des fonctions f définies presque partout (on note

aussi p.p.) sur Q a valeurs dans R et telles que / |f(z)]P dz < oo
Q

1/p
I fllze () = (/Q |f(2)[P dx) .

(73) On appelle L>°(Q) I'ensemble des fonctions f définies presque partout sur Q a valeurs dans R et telles qu’il existe

On note par

une constante C' > 0 vérifiant |f(x)| < C pour presque tout = € SQ.
On note par

[ fllLe (o) =inf {C > 0; |f(z)| < C p.p. sur Q}.
| fllLoe () est appelé le supessentiel.
Remarque 1.1. Si f € L>(Q), ona |f(z)| < ||fllz~ () p.p.sur S

Lemme 1.2. (Inégalité de Young)
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. 1 1
Soient a, b € Rt et p, p' €]1,+o0] tels que — + — = 1. Alors
p P

1 1.
ab < —aP + b7
p p

Preuve. Si a = 0 ou b = 0, l'inégalité est triviale. Supposons donc a > 0 et b > 0. Alors, comme la fonction

Log est concave, on a
1 1 1 1 /
Log | —a? + —b” | > —Log(a?) + — Log(b” ) = Log(ab).
p p b p
D’ou, le résultat. O

Théoreme 1.2. (Inégalité de Holder)
. 1 1
Soient p, p' € [1,+o0] tels que » + v =

Alors, pour tous f € LP(Q) et g € LP (Q), la fonction fg € L*() et

I fallzr) < Ifllzr) ||9||Lp'(g)~

Preuve. D’apres la remarque[L.1} le résultat est évident si p = 1 ou si p = 4-00. Supposons donc 1 < p < 4oo0.

En utilisant 'inégalité de Young, on a

f@o(@) < F@P + la@F po.sur s
D’ou,
@@ e < Sy + ol oy
Par suite, fg € L'(Q).
Maintenant pour montrer 1'inégalité, on distingue deux cas.
Cas 1. Si || fllrr(a) = 0 ou [|g]| 1w o) = 0. Alors, f = 0 p.p. sur Q2 ou g = 0 p.p. sur . On en déduit que

fg=0p.p.sur Qetdonc ||fgl|lL1 ) = 0.

Cas 2. Si[|f]l () > 0 et [lgll . q) > 0. Alors,

f@e(@) 1 f@)P 1 g )

1 o gl @) = P U o) P gl

p.p. sur €.
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1 1
En intégrant sur ) et en utilisant le fait que — + — =1, on a le résultat. O
p D

Théoréme 1.3. (Inégalité de Holder itérée )

. 1 1
Soient p1,--- ,py € [1,+0o0] tels que — +---+ — = 1.
b1 Pn n
Alors, pour tous f; € LPi(Q2), 1 < i < n, la fonction H fi € LYQ) et
i=1
< H | fill Lo: ()-
= L(Q) =1

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, c’estque p; = 1.Sin = 2, c’est'inégalité
de Holder. Supposons que 1'inégalité est vérifiée pour n et montrons la pour n + 1. Nécessairement, il existe

n+1
i tel que p; > 1, sinon Z — >n+ 1> 1. On peut donc supposer que p,+1 > 1. Posons

pi
n -1 -1
1 1
r= E — =|1- .
<i_1 pi) ( pn+1>

Ce qui donne

Zizl.

1 1
1<r <400, -+ =1, et Z
pl/?" — Di

r pn+1

Comme |f;|" € LPi/7(Q) pour tout 1 < i < n, alors d’aprés 'hypothese de récurrence,

n n n
[T < TLWAI N oirm @y = TT 1ol 2o -
i=1 i=1

LY(Q) i=1
D’ot
n T n
Hfi < H||fi||£m(sz)
i=1 L™ () i=1
ou encore

n

11+

=1

< T Iillzec -

Lr(Q) =1

n
= 1 et en appliquant I'inégalité de Holder aux fonctions H fi et fny1,0n
i=1

1
En utilisant le fait que — +
r Pn+1

obtient

n+1

I
=1

n

11+

i=1

<

L1(Q)

| frt1llrntr )
L (Q)

n+1

H I fill Lo @) 1 frsa | Lpnsr (@) = H I fill Lo: (2)-
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La preuve est complete. O

Théoreme 1.4. (Inégalité de Holder généralisée)
. 1 1 1
Soient p, q, r € [1,+0o0] tels que — + — = —.
p q T

Alors, pour tous f € LP(2) et g € L4(Q), la fonction fg € L"(2) et

If9ller@) < Ifllzr) llgllLe)-

Preuve. On va traiter trois cas.
Casl. 1<p,q,r<-+oc0.
Comme - + - = 1, alors en appliquant I'inégalité de Holder aux fonctions f; = |f|" € LP/"(Q) et g; =

p q
lg|” € LY/"(£2), on obtient f1g; € L*(Q) et

||f191||L1(Q) < ||f1||LP/7"(Q) ||91HL4/"'(Q)~

Cetadire, fg € L"(2) et

I fgl

e < e ) N9l o)
Cas2. g=+4oc0etr =p < 4o0.

Comme |g(z)| < ||gllz=) p-p-z € Q,alors

[ 1@t de < ol o) [ 1517 do.
D'on, fg € LP(2) et
1 fgllze) < Ifllzece) N9llLe= (-
Cas3. p=qg=1r=+o0.
Comme |f(2)] < [[fllL=() pp-z€Qet|g(x) <|gllL=) pp z € alors

|f(@)g(@)] < (| fllzeellgllLe ) p-p-x € Q;

ce qui donne fg € L>(Q) et

1£9llzoe (@) < IfllLoe @ llgll o (2)-
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La preuve est terminée. O

La proposition suivante est une conséquence de 1'inégalité de Holder généralisée.

Proposition 1.3. (Inégalité d’interpolation)
Soient pet qtelsque 1 < p < g < 4o0.
SifeLP(Q)N LI, alors f € L7(Q2) pour toutp <r < gq.

1 1-—
De plus, si o € [0, 1] est tel que o= % + a

, on a l'inégalité d'interpolation

/]

Lr@) < ”fH%P(Q) ”fH};(aQ)

Preuve. 1l suffit d’appliquer l'inégalité de Holder généralisée aux fonctions f; = |f|* € LP/*(Q) et g

|f|'~* € L9/(1=2)(Q). On obtient donc fig; € L"(Q) et

I f1g1ll L) < I fillLere(y llg1llLara-a (-
D’ou, le résultat. O

Théoreme 1.5. (Comparaison entre les espaces L?)

Soit 2 un ouvert borné de RV,

Soient p, q deux réels tels que 1 < p < q < +o0. Alors, L(2) C LP(2). De plus, il existe C' > 0 dépendant de p, q

et mes(Q) telle que

I fllzr ) < CllfllLace)-

Preuve. On va traiter deux cas.
Cas 1. g = +o0.

Soit f € L>°(Q). Comme |f(z)| < || f|lL~(q) p-p.-x € €, alors

1/p 1/p L
e = ([ 15 ae) < ([ 1 lmayde) = 1flamiey (meste) /< 4oc,

Cas 2. g < 4o0.
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Soit f € L4(2). Alors, en utilisant 1'inégalité de Holder
p/q (a—p)/a
ey = [ @0t < ([ 1@ as) ([ ao)
Q Q Q
— p 0))a—»)/a
112 4y (mes(€)) @2
D’ou,
11122 @) < 1 fllLoce) (mes() /77 < +oo.

Ceci termine la preuve. O

Théoréme 1.6. LP(2) est un espace vectoriel et ||.||1»(q) est une norme pour tout 1 < p < +oo0.

Preuve. Sip =1 ou p = +00, le théoreéme est évident. Supposons donc 1 < p < +o0.

Soient f, g € LP(§2). Comme la fonction réelle ¢ — t? est convexe pour p > 1 alors
[f(@) + g(@)|P < (1f(@)] +|g(@)])F < 207 (|F ()P + |g(x)P).
Par conséquent, f + g € LP(Q2). D’autre part,
1f + 9l o) = /Q (@) + g()PH | f () + g(x)| dx
< [15@) + 9P s@) o+ [ 1@ + 9@l g(a)| do
Q Q

Or |f(x) + g(x)[P~" € L (Q) (' est le conjugué de p) et grace a 'inégalité de Holder, on obtient

1+ 9112y < I1F + 9l IF Loy + 1F + g2 gl ooy
C’est a dire
1f +glle@) < 1 flze + l9llzr@).  (Inégalité de Minkowski)
De plus, il est facile de voir que
[fllzr(@) = 0<+= f =0 p.p.sur Q
et

IA flle) = A fl e (o)

Ceci termine la preuve du théoréme. O
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Théoréme 1.7. (Fischer-Riesz)

L?(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.

Pour la démonstration on a besoin des deux résultats suivants.

Théoreme 1.8. (Convergence monotone de Beppo Levi)

Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions de L' () telle que

sup/fn < +00.

neN

Alors, f,(x) converge p.p. sur Q vers une limite finie notée f(x); de plus f € L*(Q) et || fo — fllLr@) — 0.

n—4o0o
Théoreme 1.9. (Convergence dominée de Lebesgue)
soit (fn)nen une suite de fonctions de L*($2). On suppose que

(@) fule) —— [fx) p-p.surQ,

(i1) il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour tout n € N, |f,(z)| < g(z) p.p. sur .

Alors, fe LY(Q) et || fn— fllLi — 0.

n—-4oo

Preuve du théoreme On distingue deux cas.

Casl. 1 <p< +oo.

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans LP(€2). Montrons qu’elle est convergente dans L?((2). Pour cela il
suffit de montrer qu’il existe une sous suite extraite de ( f,)nen qui converge dans LP(£2).

Comme (f,)nen est une suite de cauchy, alors
Ve >0, In. €N, Vn, m>ne, ||fu— fmlleo) <e.

1 1
Dott, 3n; €N, Vn, m >n1, ||fo—fmllzro) < 3 etpuis Iny > ni, Yn, m>ny, ||fo—fmllr@ < 3
1
Ing > ng—1, Yn, m>ng, | fa = fimllr@) < oF

On construit ainsi une sous suite ( f,,, )xen+ vérifiant

1
||f7lk~+1 - fnkHLP(Q) < 27C Vk > 1.
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Posons
In(2) =3 N frips (@) = fo, ().
k=1

La suite (¢%)nen+ est croissante (car (g, )nen+ est positive et croissante) ; de plus

n

S s (@) = fo, (@)

k=1

gnllLe (@) =

n n 1
S Z ||fnk+1 - fnk”LP(Q) < Z 27 <1
k=1 k=1

Lr(Q)

Donc, d’apres le théoreme[1.§|de la convergence monotone, g,(x) converge p.p. sur €2 vers une limite finie
notée g(z) avec g € LP(Q).

D’autre part, on a pour m > k > 2

[ fom (@) = fr@)] < [ frn (@) = fros (@) + [ fr s (@) = frp s (@) + 0 4 [ frin (@) = frn (@)
< gm—l(x) _gk—l(x)

<g(z) — gr-1(x) — 0 p.p. sur Q.

k— 400

Donc (fp, (z))r est de cauchy dans R p.p. sur (2. Soit f(z) sa limite.

En utilisant le fait que

| from () — frp (@) < g(z) p.p. sur Q

et en faisant tendre m vers +oo, on obtient pour tout k > 2

|f(z) = fu,(@)] < g(xz) p.p. surd

Par suite
[F@)P < (| fne (@] + g(2)])" <2071 (|fn ()P + |g(2) ) pp. sur Q.

Ce qui imlique, f € LP(f2). De plus, comme |f(z) — fy, (2)] N 0 pp.surQet|f— fn | < gPavec
— 400

gP € L*(Q), alors d’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, ||f — fy, ||zr (@) N 0.
—+00
Cas 2. p = +cc.

Soit ( fr)nen une suite de Cauchy dans L>°(£2). Alors

Ve >0, In. €N, Vn,m >ne, ||fu— fmllre@) <e.
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En particulier, étant donné k£ € N*, il existe n; € N tel que

1
[ fn = fmllze (@) < T3 Vnm =y

Dong, il existe un ensemble Ej, négligeable (i.e la mesure de E}, est nulle) tel que
1
|[fr(z) — fm(x)] < Z Ve e Q\Eg, Vn, m>ny.

Posons E = i UN Ey. Alors, E est négligeable et on a pour tout x € Q\E, ((f,(z))nen est une suite de
e

Cauchy dans R. Soit f(z) = lim f(z) pour toutz € Q\E.

n—-+o0o

En faisant tendre m — 400 dans l'inégalité précédente, on obtient
1
|fn(x)ff(m)|<g Ve e Q\E, VYn > ng.
Par suite
1 1
[f@)l < 1fa@)+ ¢ S fallpe@y + 7 Vo e D\E, Vn2ny.
En particulier, pour n = n;, ona
[f (@) < [ frillzoe @) +1 vz e Q\E.
Ce qui implique f € L>(12). De plus, on a

||fn_f||L°°(Q) < Vnan

el

Par conséquent, || f — fl|L(q) ST 0. La preuve est terminée. O

Théoréme 1.10. (Convergence dominée dans LP((2))

Soit p € [1,+oo| et soit (fn)nen une suite de fonctions de LP (). On suppose que
() falz) S f(x) p.p.surQ,

(i) il existe une fonction g € LP(S2) telle que pour tout n € N, |f,(z)| < g(x) p.p. sur Q.

Alors, [ € LP(Q) et ||fn — fllLr@) . 0.

Preuve. Sip = 1, c’est exactement le théoreme[1.9)de la convergence dominée de Lebesgue. Supposons que

p > 1. Comme pour tout n € N, |f,(z)| < g(x) p.p. sur Q, alors en faisant tendre n — +o0, on obtient
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|f(z)] < g(x) p.p.sur Q. Dong, f € LP(Q).

D’autre part, ona h,(z) = |fn(z) — f(x)]P? — 0 p.p.sur ) et pour toutn € N

n——+oo
0 < hn(2) < (Ifa(@)| + [£(2)))" <227 (|fa(@)” + |f(@)F) <277 (g"(2) + [ £(2)|7) p.p. surQ

avec (¢gP+|f|?) € L* (). Donc, d’apres le théoréme [l L1 () o cestadire || fo—fl|Lr(0) noho O

La preuve est terminée. O

Remarque 1.11. Le résultat de la convergence dominée n’est pas vrai dans le cas ot p = +oo. En effet, il suffit de

considérer sur l'intervalle 10, 1[ la suite de fonctions (fy,)nen~ définie par
fn=1]0,i[ n € N*.

On a bien f, € L>=(]0,1[) Vn € N*, f, — 0 pp. sur|0,1], fn < ljo1; Vn € N* et p.p. sur |0,1] et

n—-+oo

Ljo,1p € L>(]0, 1[). Pourtant || f, ||z (o,11) = 1 ne converge pas vers 0 quand n — +oo.

Théoréme 1.12. (Réciproque partielle de la convergence dominée dans LP(S1))
Soit p € [1,+00)]. Soient ( fy)nen une suite de LP(Q) et f € LP(K2), telles que || fr. — f|| e () = 0. Alors, il existe
n——+00o

une sous suite extraite (fp, )y telle que

(4) fu,(x) — f(z) p.p.surf,

k—+oo

(3) il existe h € LP(Q) telle que | fy, (z)| < h(x) VEk et p.p.sur Q.

Preuve. Si p = 400, le résultat est évident en utilisant le fait que

|fn(z) = f(2)] < || fn — f”LOO(Q) p.p. sur €.

Supposons 1 < p < +oo0. Comme la suite (f,,)nen est de Cauchy, alors en reprenant la démonstration du

théoreme|1.7] on peut extraire une sous suite ( f,,, )x vérifiant
k

1
s = frillioi) < 57 VR =1

De la méme fagon, on prouve que f,, (x) k_+> f*(x) p.p.sur Qetil existe g € LP(Q) telle que
— 400

|f*(x) = fn, (2)] < g(x) p.p. sur Q.
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I en résulte que f* € LP(Q) et en appliquant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue,
1 = farllze(o) e Par conséquent, f = f* p.p. sur Q. Ce qui prouve (i).

— 100
Pour obtenir (i), on a

[frr (@) < |f*(2)] + g(x) p.p. sur Q.

Par suite il suffit de prendre h = (|f*| + g) € L(). O

2 Convolution

Définition 2.1. Soient f et g deux fonctions définies sur RN a valeurs dans R.
Si pour presque x € RN, la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable sur RN, on définit alors le produit de

convolution de f et de g par la formule

frg(r)= / fl@—y)g(y)dy.
RN
On dit que f * g est défini p.p. sur RV,
Théoreme 2.1. Soient f € L*(RY) et g € LP(RY) (avec 1 < p < +o0). Alors, f * g est défini p.p. sur RY, de

plus

frge LPRY) et |f*gllr@y) < Ifllpr@mlglloe@)-

La démonstration nécessite les deux théorémes suivants.

Théoréeme 2.2. (Tonelli)
Soient Q) et Qo deux ouverts de RN et soit F: Oy x Qo — R une fonction mesurable.
On suppose que

/ |F(z,y)|dy < oo  pour presque tout x €

Q2

et que

/dx/ |F(z,y)|dy < o0
o Qs

Alors, F € L*(91 x Q3).
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Théoréme 2.3. (Fubini)
Soient Q) et Qo deux ouverts de RN et soit F : Oy x Qo — R une fonction mesurable.

On suppose que F € LY(Qq x Qy). Alors, p.p. z € Qy,

F(z,y) € L;(Qg) et /Q F(x,y)dy € LL(Q).

De méme, p.p. y € s,
Fla,y) € L) et / Flr.y)dr € LY(Qy).
o)

De pluson a
/ dx / F(z,y)dy = / dy / F(z,y)dz = // F(z,y)dxdy.
Q Qo Qo Q4 Q1 X0

Preuve du théoréeme On traite trois cas.
Cas 1. p = +o0.

Soit € RN, Alors

/RN |f(z—y) g(y)|dy < HQHLW(RN) /RN |f(z—y)|dy = HgHLw(RN)||f($*-)|\L1(RN) = ||g||L°°(RN)||f||L1(RN) < Q.

Donc la fonction y — f(z — y) g(y) est intégrable sur RY et comme

£ro@I< [ 1= aw)ldy

alors
I * gll oo vy < NGl poe @y 11 L1 -

Cas2. p=1.

On définit la fonction F sur RY x RY par

F(z,y) = f(x —y) 9(v).

Ona pp.y RN

/ F(z,y] do = |g(y) / (@ — )l dz = |l @y lo(w)] < oo.
]RN RN
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Donc
/ dy / F(a,ylde = |l @ lgll 2 vy < oo
RN RN

Par suite, en appliquant le théorémede Tonelli, on obtient F € L' (R xRY) et puis grace au théoréme

de Fubini on a
/ |F(z,y|dy < oo pp. xeRY
RN

et de plus

1 % gll sy < / da / F(z,y)| dy = / dy / F (2, 9)] de = || f s ol o ga-
RN RN RN RN

Cas3. 1 < p< +oo.
D’apres le deuxiéme cason a p.p. z € RY fixé, la fonction y — |f(z —y)| |g(y)[? est intégrable sur RY, c’est a
dire |f(z —y)|"/?|g(y)| € L?(RY). D'autre part, comme |f(z —y)|*/?" € LF'(R) (p' est I'exposant conjugué

de p), alors d’apres I'inégalité de Holder

[ fa=illawlds= [ sl sl el < ([ 1) |g<y>|pdy)l/p 1y < 00
et par suite

[f *g(x)P < /RN P =)l g@) dy [ F15 ) = (1 gl @) | £ -
En utilisant le fait que |f| x [g|P € L'(RY) (d’apres le deuxiéme cas), on déduit que f * g € LP(RY) et

1F 5 918 ey < Ly 19 s Iy

C’est a dire
I1f * gllLe@ny < A fllor@vylgllze @y -

Ceci achéve la preuve. O

Remarque 2.4.

(i) Si f * g est défini p.p. sur RN, alors g x f est défini p.p. sur RN etona

frglx)=gx f(x) pp xRV,
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(ii) Si f * g et f* hsont définis p.p. sur RN, , alors
fr(g+h)(z)=frglx)+ fxh(x) pp zcRY.

Théoréeme 2.5. (Inégalité de Hausdorff-Young)

. 1 1 1
Soient p,q,r € [1,+00] tels que — + - =1+ —.
p g r

Soient f € LP(RN) et g € LI(RYN). Alors, f x g est défini p.p. sur RY, de plus

fxgeL"RY) et |fxgl

rr@N)y < flle@™yllgll a@yy-

Preuve. On a

1

g(y)| ") dy.

/ |f(x—l/)|\g(y)\dy:/ (1f (@ = 9) Pl | f (@ — y) PG
RN BN

Comme |f[? € L'(RN) et |g|? € L'(RY), alors d’apres le théoreme2.1] |f|? x |g|7 est défini p.p sur RV, cest
a dire
[ = oPlgwldy < +o0 ppoer?.
R

Par suite, (|f(z —y)[?lg(y)|9)7 € L"(RYN) p.p.z € RV,
De plus, comme |f[?s~7)(z —.) € L*% pour tout z € RN (car |f|P € L}(RN)), |g|a=+) € L7 (RY) (car

1 1 1 1 1
lg|7 € LY(RN)) et — + ( - ) + ( - ) = 1, alors d’apres l'inégalité de Holder itérée, on a
r p T q T

1 1_1 1_1
/RN [F@=y) gl dy < (1P (@=)1g|") " | or@n) LIPS ()] gl o p-p-x € RY,

L7—4 (RN)

L7 (RN)
d’ott
(=) ag—7)
[ 15— llg)ldy < 171 s o) 118 Tolidad) <400 ppr B2

Par suite, f * g(z) est défini p.p. v € RY et

1 p(G=5) | pa(E—3)
£ra@ < [ 15 =llaldy < (7 <19 117 Lol i) ppo € BY.

Ce qui donne

1 * 9@ < (F1P #1917 @) Ty 9l ey pop.w € BN
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En intégrant sur RN et en utilisant le théoreme on obtient

Lol o< ([ 17 slaloto)de ) 171w Dol
< (7Pl Mgl sy 1Ty Nl ot
= (1712 g NSy ) 1715 Ea Ny = 171y vy
Finalement
If * gllr@yy < M fllze@myllgll L@y

La preuve est terminée. O

La proposition suivante est une conséquence directe du théoréme [2.5/dans le cas ot r = +o0.

. 11
Proposition 2.2. Soient p, p' € [1,+0oc] tels que — + — = 1.
p p

Si f e LP(RN) et g € L (RN), alors f g est défini partout sur RN, de plus

FrgeL®®RY) et |If *glloe@y) < N fllzo@m) gl Lo @n)-

Définition 2.3. (Support d’une fonction)

Soit f une fonction définie de Q dans R.

On considere la famille de tous les ouverts (w;);cr (I un ensemble quelconque) de Q tels que Vi € I, f =0 p.p. sur
w;. Alors, f =0 p.p.surw = ig}wi.

L'ensemble w est appelé ouvert d’annulation de f. Cest le plus grand ouvert sur lequel f s’annule p.p.

On appelle support de f et on le note supp(f) U'ensemble défini par supp(f) = Q\w.

Si f est continue, le support de f est donné par

supp(f) ={z € Q, f(z)#0}.

Remarque 2.6. Si f1 = fo p.p. sur Q, alors supp(f1) = supp(f2). D’oit, on peut parler du support d’une fonction

f e LP(Q) avec p € [1,+0o0].

Proposition 2.4. (Majoration du support de f x g)

Soient f et g deux fonctions définies sur R™ a valeurs dans R.
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Si f * g est défini p.p. sur RN. Alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Preuve. Soit = € (supp(f) + supp(g))” = RN\ (supp(f) + supp(g)). Alors (x — supp(f)) N supp(g) = et

fro@) = [ fe—u) o)y - f(e = 9) g(y) dy = 0.

/(w—suzvp(f))ﬁsupp(g)
Donc

fxg(z)=0 pp. sur (supp(f)+ supp(g))

et en particulier
o

frg(x) =0 pp. sur (supp(f)+ supp(g))’ = (Supp(f) + supp(g))c =RM\ (Supp(f) + Supp(g)) .

Par conséquent,

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

La preuve est terminée. O

Remarque 2.7. Si les deux supports de f et g sont compacts, alors f = g est a support compact. En général, si l'un

des supports seulement est compact, alors f % g n’est pas a support compact.

Dans la suite, on aura besoin des notations suivantes.

Notations.

C(9) : 'ensemble des fonctions continues (de 2 dans R).

C.(9) : 'ensemble des fonctions continues et a support compact (dans §2).

C*(Q) : I'ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables et a support compact (dans ).

D(2) = C(Q) : I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et a support compact (dans €2).

olel f o 9w

aq aN ay an
Ox (™" --- 0z} 0z} Oz

Dof = f ot a=(a, - ,ay) €NV avec |a] =a; + - an.
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Définition 2.5. Soit f une fonction définie de Q2 dans R.
On dit que f est localement intégrable sur Q si flx € L*(Q) pour tout compact K C Q.

On note L}

1oc(§2) Uensemble des fonctions localement intégrables sur €.

Remarque 2.8. Soit p € [1,+oc]. Alors, D(Q) C C.(Q) C LP(Q) C L}, ().

loc

Proposition 2.6. (Continuité de la convolution C,. x L} )

loc

Soient f € C.(RN) et g € L}, (RN). Alors, f*g e C(RYN).

loc

Preuve. Soit z € RY. Comme f € C.(RY), alors il esiste un compact K, C R" tel que (z — supp(f)) C K.

Onadonc f(zx —y) =0 Yy e KS,ce qui permet de montrer que y — f(x — y)g(y) est intégrable puisque

If(z —y)g(y)| < Mg, (v)|g(y)| p.p. sur RY

ot M = [y = sup | ()]

zeRN
Dong, Vz € RY f(x — .)g(.) € LY(RY) et par suite f * g est défini partout sur RV.
Montrons maintenant que f * g est continu sur RY.

Soient x € RY et (r,,),en une suite tendant vers quand n tend vers +oo. Alors,

ho(y) = f(xn —y)9(y) — h(y) = fx —y)gly) p.p. sur RV,

n—-+oo

D’autre part, soit K un compact fixé tel que (z,, — supp(f)) C K Vn € N (c’est possible car (z,)nen est

convergente et supp(f) est compact). Donc, f(z, —y) =0 Vy € K°. Par suite
P ()] < M1k(y)lg(y)| p-p. surRY.
Dong, en appliquant le théoreme|1.9|de la convergence dominée, on obtient
frgl@n) = / flan —y)g(y) dy = / ha(y)dy — / h(y) dy = / [l =y)g(y) dy = f=g(x).
RN RN n——+00 RN RN
D’ou le résultat. O

Proposition 2.7. (Régularité de la convolution C* x L}, )
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Soit k € N. Soient f € C*(RN)et g € L}, (RN). Alors, f x g € CF(RYN) et pour tout o € NV tel que || < k ona

loc

D(fxg) =D"f *g.

En particulier si f € C°(RN) et g € L, (RY), alors f x g € C°(RN).

loc

Preuve. Par argument de récurrence, il suffit de faire la démonstration pour £ = 1.

Soit z € RY. Montrons que f * g est différentiable en x et que
V(f*g)(x) =V [xg(z).

Ce qui revient a montrer que

|f*xg(xz+h) = frg(x) = Vfxg(x).h 0
Al Ihll—0

Soit h € RY avec ||h]| < 1.Ona

f*g($+h)*f*g(x)*Vf*g(x).h:/

[ @b =y) = = 0) = V5 -y oty dy

Comme f est ce classe C! sur RY, alors en appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale, on obtient
1
flz+h—y)—fz—y) = / Vf(x +th—y).hdt.
0

Dong, en utilisant le fait que V f est uniformément continue sur RY (car continue et a support compact),

alors

|J“(96+h—y)—f(ﬂé‘—y)—Vf(ﬂc—y)ﬁl=/O [Vf(l”rth—y)-h—vf(x—y)-h}dt’SE(IIhll)h|| vy € RY

avec £(J|h||) — 0 quand h — 0.

Soit K un compact fixé (assez grand) tel que = + B(0,1) — supp(f) C K. Donc

fle+h—y)— fla—y)—Vf(x—y)h=0 Yy € K¢, Yh € B(0,1).

Par suite

[f(z+h—y) = flz—y) = Vfl@—y).hl <e(ll) [Pl 1x(y) ¥y eRY, Vhe B(0,1).
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Par conséquent, Vh € B(0,1) ona

[frg(a+h)=frg(2)=V frg(x).h| =

[ [t =) = 5@ =) = 1t = g)natw) o] < byl [ Lot o

D’ot, en utilisant le fait que g € L{, (RV) et |\}1Li\|mo e(|h]) =0,0na
—
[f xg(z+h) — fxg(x) = Vf*g(x).h|

— 0.
Ih]—0 [|A]]

C’est a dire que f * g est différentiable en = et que V(f * g)(z) = Vf * g(z). O

La proposition suivante est une conséquence directe des deux propositions 2.4 et

Proposition 2.8. (Régularité de la convolution C° x C, )

Soient f € C°(RN) et g € C.(RYN). Alors, f x g € C(RYN).

3 Théorémes de densité

3.1 Densité de C.(Q2) dans L?(Q2)

Théoréme 3.1. Soit p € [1,+o00[. Alors, C.(Q) est dense dans LP(2). Cest a dire,

VfeLP(Q),Ve>0,3pcCe) tg. ||f —ollir@) <e.

Pour la démonstration on a besoin des deux résultats d’intégration suivants.

Théoréme 3.2. (Lusin)

Soit f: Q@ — R une fonction mesurable telle que mes{z € Q, f(x) # 0} < oc. Alors,
Ve >0, 3p € Ce(Q) t.q. mes{z €Q, f(z) #p(2)} <e
et
lellzee @) < Ifllze=(0)-
Lemme 3.1. Soit E(Q) I'ensemble des fonctions étagées & : @ — R tel que mes{z € Q, {(x) # 0} < oc. Alors,

(i) E(Q) est un sous espace vectoriel de LP(Q2) pour tout p € [1,+o].

(i3) E(Q) est dense dans LP(Y) pour tout p € [1,+o0].
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Preuve du théoréme[3.1] Soient f € L*(12) ete > 0. Alors, d’apres le lemme 3.1} il existe ¢ € E(1) telle que
€
1f = ¢l < 5-

Utilisant le théoreme 8.2]de Lusin, il existe ¢ € C.(1) telle que

p
mes{x € €, < ( )
{ (@)} 4||<P||Loo(9
et
9l ) < llellzee (-
Donc
i@ = o= [ (@) — ()P da
{z€Q, p(z)#¢(x)}
<l = Ol oy mes{z € Q, p(x) # ¢(2)}
p
19 P EN\P
< (=) (Il + 6l e@)” < (
(=) sl + Iollmo)” < (5)
D’ou

€
I = @llLr(e) < 5
Par conséquent,
If = &lle) < IIf = @llee@) + o = dllre) <€

Le théoreme est démontré. O

Une conséquence importante du théoreme 3.1 est le résultat suivant.

Proposition 3.2. (Continuité de la translation)

Soient p € [1,+oo[ et f € LP(RN).

Pour h € RN, on définit la translation 7, par 7, f () = f(z — h). Alors
(i) 7 : LP(RN) — LP(RYN) est une isométrie.

(@) Hm {|7 f — fll oy = 0.

Autrement dit, 'opérateur h € RN —s 7, f = f(. — h) € LP(RY) est continu.
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Preuve. Soit f € LP(RY).

(i) Pour h € RY, 7, est évidemment linéaire et on a

nmﬂ@wwfiéNu@_hwdp:ANu@de:wm;mm.

ii) Soit € > 0. Alors, d’apres le théoreme[3.1} il existe ¢ € C,(RY) telle que
p q

g

If =l @y < 5

Dong, pour tout h € R, on a

Iaf = fllLe@nyy < o f — ThllLe@yy + e — @llr@yy + |f — @l e @y)
=2||f — elle@yy + [IThe — @l e @y
< e+ |t — @llr@ny-
Par suite, pour montrer que |7, f — f|Lr ™) — 0, il suffit de prouver que |7, — ¢| Lr@¥) T 0.

Soit K le support de ¢. Alors, pour 2 € RY et ||h]| < 1, ¢ et 7, sont nulles en dehors de I’ensemble

Ki={zeRY dz K)<1}(car K C Kjetona v € K{ = z — h € K¢). Par suite

o () — p(@)P = lo(z = h) = o(@) " < 2°/|pll] o () L5, ()

Comme ¢ est continue sur RY, alors elle est uniformément continue sur le compact K; et donc |m,¢(z) —
¢(x)|P converge vers 0 uniformément sur K1 lorsque h tend vers 0, et par suite en appliquant le théoreme([1.9]

de la convergence dominée, on obtient ||7,¢ — || 1w T, 0. La preuve est terminée. O
—0

Remarque 3.3. Les deux résultats du théoreme[3.1]et de la proposition 3.2]sont faux dans le cas oit p = +oc.
En effet, on se place dans le cas oit N = 1 et on consideére la fonction f = 1g+. Alors

(i) feL>R).

(@) |f — ellr=® = % pour tout ¢ € C(R).

(@i1) || f(. = h) = fllpe@) = 1 pour tout h € R*.

Le résultat suivant se base sur la continuité de la translation.
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Proposition 3.3. (Continuité uniforme de la convolution LP x )
. , 11
Soient p, p' € [1,+o0] tels que ~+ — =1
p D

SifeLP(RN)etge LY (RN), alors f + g est uniformément continu et borné sur RN .

Preuve. D’aprés la proposition[2.2} f « g est défini partout sur R et est borné.
Soit F' une fonction définie par F(z) = f(—z) Vo € RN. Alors F € LP(RY) et || F|| o vy = || fll o (r)-

D’autre part, pour tous z, z € RY,

|f xg(z) — fxg(2)] = /RN(f(w— y) — f(z—y))g(y) dy’

— /]RN(F(y —x) = F(y—2))g(y) dy‘

= /RN (e F(y) — 7= F(y))9(y) dy‘

IN

172 F = T2 F || Lo o) ”gHLP'(RN) = |Ta—2F — F| Lo (n) ”g”LP’(RN)-
Or d’apreés la proposition précédente,
Ve >0, 36 >0, |h| <6 = ||TaF — Flls@n) < e.

Dong, [f xg(z) — f*g(2)| <ellgllr @n) dés que ||z —z[| < J;c’estadirex — f xg(z) est uniformément

continue sur RY. Ceci termine la preuve. O

3.2 Régularisation par convolution

Définition 3.4. (Suite régularisante)

On appelle suite réqularisante, toute suite de fonctions réelles (py )pen= vérifiant

1
pr(x) >0 Ve e RN, pp € C°(RY), supp(pr) C B (O, k) et / pr(z)dr =1 Vk € N*.
RN

Théoreme 3.4. Soit (pi)ren- une suite régularisante. Alors

(i) Pour toute fonction f € C(RYN), ona

pr*f—f — O uniformément sur tout compact de RY.
k—+oc0
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(ii) Pour toute fonction f € LP(RN), ona

ok f = fllLo @y r o

Preuve. (i) Soit f € C(R™M).

Comme C(RY) c L}, (RY), alors d’apres la proposition[2.6] pj * f est défini et continu sur RY.

Soit K un compact fixé de RY. Montrons que py * f — f i :oo 0 uniformément sur K.

Comme f est uniformément continue sur K, alors pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 (6 dépend de K et ¢) tel

que

[flz—y)— fl@)| <e Vo € K, Yy e B(0,9).

En utilisant la commutativité du produit de convolution et le fait que / pk(y) dy = 1, on obtient
]RN

pk*f(x)—f(l“):/RN (f(x_y)_f(x)>pk(y)dy:/

B

( 1) (f(x —y) — f(x)>pk-(y) dy.

“%

1
Donc pour k > 5 et v € K,ona

o+ f(e) — @) <<

Blo, -

( 1) pe(y) dy = e.
k

(ii) Soit f € LP(RYN).

Comme C,(RY) est dense dans L?(R"), alors
Ve >0, 3f1 € C.(RY) tq. |f— fillLe@wy) <e.
D’une part, comme py, * (f — f1) = px * f — pi * f1, alors

prxf—fF=lpex(f—f)]+ [pu*fi— fi] + [/ —[]

lox * f = fllee@yy < llok* (f = fllze@yy + ok * f1 = filloe@yy + I1f = filloe @y

<2|f = filleoyy + ok * f1 = fillLo@ny-
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D’autre part, d’apres (i) ona pi * fi — f1 uniformément sur tout compact et comme
k— 400

supp(pr* f1) C supp(pr) + supp(f1) = supp(pr)+supp(fi1) C B (07 D +supp(fi) C B(0,1)+supp(f1) = K

otl K est un compact fixe, alors

B =

ok * f1 = fillLeeyy < sup |pr * fi(z) — fi(z)] (/ dx) — 0.
z€RN K

k—> 400
On déduit que
limsup [|pr * f — fllLomyy < 2¢ Ve > 0.
k— 400
C’est a dire
li - » =0.
m lpw f = fllze@vy =0

Le théoreme est démontré. O

3.3 Densité de C2°(Q2) dans LP(£2)
Théoréme 3.5. Soit p € [1,+o0]. Alors, D(Q2) = C°(Q) est dense dans LP (Q).

Preuve. Elle va se faire par troncature et régularisation.

Soient f € LP(Q2) ete > 0. Comme C. () est dense dans L?((2), alors il existe f1 € C,(2) telle que

If = fillLeo) <e.

On considére la fonction g définie par

| filx) sizeQ
g(x)—{ 01 siz € RV\Q

Dong, g € C.(RY) et d’apres la proposition pr * g € C(RY). Par suite, comme C.(RY) C LP(RY),
alors d’apres le théoreme

ok * g — gllLe®r) Mo 0.
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Soit uy = (pr * g)|o la restriction de py, * g sur Q.

En utilisant le fait que

1
supp(pr, * g) C supp(pr) + supp(f1) C B (0, k) + supp(f1) C pour k assez grand,

alors uy, € C2°(Q2) pour k assez grand et de plus
lur — fille (o) Mo 0.

Dong, pour k assez grand, on a

lur = flle) < lluk = fille) + I1f1 = fllr@) < 26

D’ot le résultat. O
4 Réflexivité-Séparabilité-Dual de LP(12)

Les résultats qui suivent concernent la réflexivité, la séparabilité et le dual de L?(Q2). Pour les démons-
trations, voir [4].
Théoreme 4.1. L'espace LP(2) est
(2) réflexif pour p €]1, +0o0],
(11) séparable pour p € [1,+o0l.
Remarque 4.2.
(i) Les espaces L'(Q) et L>°(Q) ne sont pas réflexifs.
(i3) L’espace L>°(2) n’est pas séparable.
Théoreme 4.3. (Théoréme de Représentation de Riesz)
Soient p € [1,4oc[ et p’ son exposant conjugué. Alors, pour tout p € (LP())', il existe un unique u € L¥ (Q) tel
que

<, f>= /Qf(ac)u(x) dx  pour tout f € LP(Q2).

De plus, |[ull o (o) = llell (e )y
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Remarque 4.4.
(i) Le dual de LP () s'identifie a LP () sip € [1, +o0].

(ii) Le dual de L>°(Q) contient strictement L*(Q) et s'identifie i I'espace des mesures de Radon.

47



Chapitre 3

Espaces de Sobolev

Tout le long du chapitre, {2 désigne un ouvert de RY (N > 1).

1 Espaces W™P(Q)) et H™(1)

1.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 1.1. Soient p € [1,+o0] et m € N.

On appelle espace de Sobolev I'ensemble

N
e = {u € LP(Q); D*u € LP(Q) Ya = (a1 ,an) e NV tg.la| = Y a; < m} si me N,
=1

Lr(Q) si m=0.

Si p = 2, on note H™(Q) au lieu de W™2(Q).

On munit I'espace W™ P(Q) de la norme suivante

1/p
> ID% |7, g sil<p< +oo,
[ullwme@) = \ | i=m
‘amlgﬁHDaUHLoo(Q) sip = +oo.

Remarque 1.1. Si u € W™P(Q), alors D™ est la dérivée de v au sens de D’ (2), c’est a dire qu'il existe g, € LP(2)

telle que
[ u@rode= (1) [ gole)ola)ds vp e D).
Q Q
On note D%*u = g,.
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Remarque 1.2. La norme de W™P(2) est équivalente a la norme suivante

lullywmr@) =D ID%u]Loo)-

o] <m

Proposition 1.2. Soient p € [1,+oc] et m € N. Ona
D(Q) < W™P(Q) — LP(Q)

avec injections continues.

Preuve. L'inclusion ensembliste est évidente. Soit maintenant u € D((2), alors il existe un compact K C 2

tel que supp(u) C K.D’out
1/p

lullwrsgey < (mes(K))H? |Z mexl D (@)l

< 1/p a

< (mes(K)Y? Y max|D*u(a)),
|a]<m

Par suite, l'injection de D(£2) dans WP () est continue.

D’autre part, on a

ullr @) < llullwms -

D’otu la continuité de l'injection de WP () dans L?(Q2). O
Proposition 1.3. L'espace H™(N2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

(w,0)gm(@) = Y, (D%, D)), Yu, v € H™(SQ).

la]<m

Preuve. Il est clair que la norme de H™ () provient du produit scalaire ci-dessus.
11 suffit de montrer que H™ () est complet. Soit (uy, )nen une suite de Cauchy de H™(€2). Alors, (un)nen et

(D%up)nen (pour tout o] < m) sont des suite de Cauchy dans L?(Q) qui est complet. Alors

n—-+oo

Up — U dans L?(2)
D%, — v dans L?(Q).
n—-+oo

Or la continuité de l'injection L?(Q2) — D'(12) assure que u, — u dans D’($2) et comme la dérivation D® est

continue de D'(Q2) dans D’(Q) alors D%u,, — D%u dans D'(Q) ce qui implique que D%u = v € L?({2) pour
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tout || < m.D’ox

Uy —> U dans H™(€2).

n—-+oo

Ceci termine la preuve. O

On démontre de la méme fagon le résultat suivant.

Proposition 1.4. W™P(Q) est un espace de Banach pour tout p € [1, +o0] et m € N.

Beaucoup de propriétés de 'espace WP (1) peuvent étre obtenues en le considérant comme un sous
espace femé de I'ensemble (L?(Q))" qui est le produit cartésien d’espaces L?(£2) avec

I = Card{a € NV; 0 < |a| < m}.

Pour simplifier la notation on pose LY () = (LP ()" pour tout p € [1,+0o0] et on le munit de la norme

suivante.
r 1/p
> st sil<p< +oo,
HUHLg(Q) = = )
lgljagrllujllw(m sip = +o0.

Ceci va nous permettre de démontrer le résultat suivant.

Proposition 1.5. Soit m € N. L'espace W™ (Q1) est
(2) réflexif pour p €]1, +o0,

(3) séparable pour p € [1,+o0].

Remarque 1.3. Si Q2 est borné, alors C™ (1) C W™ P (), mais C™(Q) n’est pas réflexif; la raison pour laquelle lors

des études des équations aux dérivées partielles on utilise W™P () au lieu de C™(Q).

La démonstration de la proposition [I.5nécessite le lemme suivant.

Lemme 1.6.
(¢) Tout sous espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif est réflexif.

(73) Tout sous ensemble d’'un espace métrique séparable est séparable.
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Preuve de la proposition[1.5| On consideére 'opérateur P suivant
P: W™P(Q) — LR(Q)
u— (D"u)o<jal<m

L'opérateur P est évidemment linéaire, de plus on a

HP(U)”U;(Q) = HUHWmm(Q)-
D’ol P est une isométrie et un isomorphisme de WP (Q2) dans le sous espace vectoriel W = P (W ?(Q))
de LX(Q).
(i) Soit p €]1,+oc[. Alors, I'espace LP(Q2) est réflexif et par suite L2 (2) l'est aussi. D’autre part, comme
W™P(Q) est complet et alors TV est un fermé de L% (Q) qui est réflexif et alors W est aussi réflexif d’apres le
lemme Par conséquent, WP (Q) = P~ (W) est réflexif.
(42) Soit p € [1,+o00[. Alors, 'espace LP(£2) est séparable, c’est a dire il admet une suite dense et alors il en
est de méme pour LL(Q2). Comme W est un sous ensemble de L¥.(Q) qui est séparable, alors W est aussi
séparable d’apres le lemme([1.6] D’ot, W™ ((2) est séparable.

La preuve est terminée. O

1.2 L’espace dual de W™r(Q)

Pour caractériser le dual de W™?(£2), on commence par déterminer le dual de L}.(Q2) puisque W™?((2)

est isomorphe a W qui est un sous espace vectoriel de LL(€2).
Lemme 1.7. Soient p € [1,+o0] et p’ son exposant conjugué. Soit I'application
T: LY (9) — (LR(Q))
uw— T(u): LA(Q) — R
définie pour tout uw = (u;)1<i<r € LIEI(Q) par

r
< T(u),v >= Z/ ui(x)vi(z)de  pour tout v = (v;)1<i<r € L7(Q).
=179
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Alors, T est une isométrie et un isomorphisme de L’F’/ (Q) dans (LA(Q))".

Donc, I'espace dual (L¥.(2))" est identifié a I'espace L?l (Q).

Preuve. La démonstration va se faire en deux étapes.

Etape 1. T est une isométrie.

Soient u = (u;)1<i<r € L’fl(Q) et v = (vi)i<i<r € LE(Q). Alors, < T'(u),v > est bien définie et T est
évidemment linéaire. De plus, en utilisant 'inégalité de Holder respectivement pour les fonctions et les

sommes finies, on a

| <T(u)yv>] < Z il Lo (vl Lo ()

T 1/p’ 1/p
< (Z |ui||ip'(ﬂ)> (Z ||’U1||L,, Q)> = Hu||L¥I(Q)||v||L1€(Q)‘
i=1

D’out T'(u) est continue et comme elle est linéaire, alors ¢’est un élément de (L}, (Q))" et

IT@) 1oy < el o gy
Maintenant pour montrer que

||u||LP Q) < ||T(u)||(L§(Q))/7
on distingue deux cas.
e Si p€]l, +o0l.

Prenons v = (v;)1<i<r avec v; = |ui|p/_2ui ,alors v € LL(Q) et

1/p

1/p
o]l 2.0 = (Zuwm> (Znuznw> = ||u H’;JPQ)

— p
< T(o> | = Z/m D do = ully o)

= Nl g 022

||U||Lr;’(g) < ||T(“)||(L§(Q))"
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e Sip=1
Comme |[[ul|px(q) = 11£1ja<xr||uj||Loc(Q), alors il existe jo € [1,1 tel que [lul[Le () = [luj,ll Lo~ (0)- D’Ol, pour

tout e > 0, il existe un ensemble A C 2 de mesure |A| non nulle tel que

|ujo ()| > ||UjoHL°o(Q) —E€= Hu||LI‘2°(Q) —e VzeA

Posons
o (2) size A
Ujo (J}) = |uj0 (1‘)| 7
0 sinon,
et prenons v = (0,---,0,vj,,0,---,0). Alors, v € LL(Q) et [vll L) = vjollLi () = |Al. Par suite

<Tw.o> = [w(@wia@de = [ fu (@) da
> (llull e ) — ) 1Al = ([ull g 0) =€) vl i)

Ceci a lieu pour tout € > 0, donc

< T(u),v >= [lull Lz @)llvl L)

Hu||LI°2°(Q) < ||T(u)||(L1L(Q))’-
Il résulte que
1T ey = Il iy P € [14ool

c’est a dire que 7" est une isométrie.
Etape 2. T est surjective.

Soit f € (L2(Q))'. Alors, pour tout i € [1,T], 'application définie sur L”(f2) par
Vg —»< f7(07 aovviaoa"' 70) >
est linéaire continue sur L? (1), c’est a dire un élément de (L?())’. D'ot, il existe u; € L¥' (Q) telle que

< f7 (Oa 70,’01',07"' 30) >= / Uq,(l')’l/z(ili) dzx.
Q
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Par suite, on obtient pour tout v = (v1,- -+ , 3, Vit1, -+ ,vr) € LR(Q)

<foo>= > /ul ) (z

1<i<T
On déduit que T'(u) = foltu = (ug, -+ ,ur) € sz/ ().

La preuve est terminée. O

Théoreme 1.4. Soient p € [1,4o00[, p’ son exposant conjugué et m € N*.

Pour tout élément f de (W™P(Q))', il existe une famille (fa)o<|aj<m € Lfi/ (Q) telle que

< f,u> (Wmop(Q)) ,Wmep(Q) = / fo(z)D%u(z) da, Yu € W™P(Q).

lal<m

Preuve. Soient f € (W™?(2)) et P l'opérateur introduit lors de la démonstration de la proposition
Alors f o P71 est une forme linéaire continue du sous espace fermé W = P (W™?(Q)) de L(£2). Dong,
d’apres le théoreme de Hahn Banach, elle se prolonge en une forme linéaire continue f sur LP(), c'est a
dire f € (L2(Q)) et fiw = fo P~

Posons (fa)o<|a|<m = T-1(f) e L’li, (©2) ou T est I'application introduite dans le lemme Alors, pour tout

uwe W™P(Q),onaP(u) = (D*u)o<|a|<m € W et

< fvu >=< fvpil ((DQU)OS\Mgm) >=< ]?7 (Dau)Og\a\Sm >=<T ((fa)Oﬂa\Sm) ) (Dau)0§|a\§m >

Z Yu(x) dz.

|a]<m

La preuve est terminée. O

Remarque 1.5. Soit f € (WLP(Q))'. D’apres le théoréme il existe fo,--- , fx € LV (Q) telles que pour tout

u€eD(Q),ona

N
< f7u >(W1,p(Q))/7W1,p(Q) = /Q fo(ﬂ?)u(ib) dx + Z/ fl(x)%(m) dx
0f1
/f0 Z/mz o

=< fo— Z 8f U >pr(),D(Q) -
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Donc, 'application u(€ D()) —< f,u >w1.p(q)y, wir(o) est un élément de D'(Q) et donc on peut définir une

application F : (W'(Q)) — D/(Q) par
< F(f),u>=< fyu> pourtout f € (WHP(Q))" et pour tout u € D(2).

F est évidemment linéaire continue mais pas nécessairement injective.
Si par exemple D(Q) est dense dans WP (Q), alors F est injective et on peut identifier (lep(Q))/ 4 un sous espace
de D' () ; mais ceci en général n’est pas le cas. D’oi1, la nécessité de définir un sous espace V de WP (Q) tel que D(Q)

soit dense dans V.

m,p m
2 Espaces W;""(§2) et H)"(?)
2.1 Définitions et propriétés
Définition 2.1. Soient p € [1,+oo[ et m € N*.
On appelle WP (Q) (respectivement H{"(Q2)) l'adhérence de D(SY) dans W™ (S2) (respectivement H™ (S2)).

Remarque 2.1. Par construction, W"* (Q) est un sous espace fermé de W™ (Q).

La question qui se pose est ce qu’on peut avoir Wy (Q) = W™P(Q2)? Le théoréeme suivant donne une

réponse dans le cas ou 2 = RY.

Théoreme 2.2. Soient p € [1, o0 et m € N*.

D(RN) est dense dans WP (RYN), c’est a dire WP (RYN) = W™P(RY).

Preuve. Elle va se faire par troncature et régularisation.
Etape 1. Troncature

Soit ¢ € D(RY) telle que

{(z) =1 si [z <1,
0<&x) <1 sil<|a] <2
{(x) =0 si flzf = 2.
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Pour tout n € N*, on pose
() = &(z/n).

Soit u € W™P(RY). On pose u,, = &,u. Alors, u,, € W™P(R") et est & support compact.
On affirme que u,, — u dans W™ (R¥). En raison de simplicité, On se limite au cas ott m = 1.

En effet, u,(z) - u(z) p.p. dans RY et |u,(x) — u(z)[P < 2P|u(x)|P. Donc, d’apres le théoreme de la
n oo

convergence dominée,
/ i () — w(@)|P dz —> 0.
RN

Do, u,, — wudans LP(RY).
n——4oo

Ou, 06, ou SN
0z, Bmiu+ oz, &, dans D' (R™Y).

ou

D’autre part, pour tout 1 <7 < N,

Comme précédemment on a g—u@, dans LP(R"). De plus

T n—+oo 0T;

/.

d’ou, af"u — 0 dans LP(RY).
6mi n—>+4oo

p 1 p
dr < —

= P

%n
8xi v

9¢

3xi

||U||ip(]RN)§
Lo (RN)

ouy, ou

Par suite, pour tout 1 <i < N, dans LP(RY).

Ox; n—rtoo Ox;

Etape 2. Régularisation

D’apres la premiére étape, on a

IA
N| ™

Ve > 0, dng € N*, t.q. ||u"0 - u”W'm,p(RN)

Soient (py)ken une suite régularisante et (vy)ren la suite définie par v, = up, * pi. Alors, pour tout k € N,
v, € D(RY) et elle vérifie

kEI—Poo vk = Ung | Loy = 0.

En outre, pourtous1 <i < Netk €N,

8Uk- 8uno
= * Pk;
8:@ 85(}7;

d’ot, pour tout1 <i < N,

8vk 8un0

1, o, =0

Lr(RN)

lim
k——+oo
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Par suite

= ) = 0
C’est a dire

Ve >0, 3k € N*, Vk > ko, [0 — tno|lwmr@n) < g
Il résulte qu'il existe une suite v, € D(RY) telle que
Ve >0, ko € N*, Vk > ko, [Jvg — ullwm.o@yy < ||k — tng lwmp@yy + [tng — ullwmr@yy < e
D’ott la densité de D(RY) dans W™P(RY). O

Le résultat suivant donne une caractérisation des fonctions de H'(R%) en utilisant la densité de D(RY)

dans WP (RY).
Proposition 2.2. Soit f € L*(RY). Soit fla transformée de Fourier de f donnée par
f) = [ e mp(a) da,
RN

Alors, f € HY(RN) si et seulement si I'application y — ||y||f(y) appartient a L2(RN).
Dans ce cas, on a

1l vy = | 0+ 472 y)2) 2 F )|

L2(RN)
Preuve. Soit f € H'(RY). Donc, d’apres le théoréme de Plancherel,

[ fllz @~y = [ fll 2@y

et
IV fllzz@yy = IV fllLz@m)y.-

On affirme que

~

Viy) = 2imyf(y).

57



Arij Bouzelmate Faculté des Sciences

En effet, comme f € H'(RY), alors il existe une suite (f,), d’éléments de D(RY) telle que f,, — f dans
H'(RY). Donc
| fo = fllz@y = 1o = Flzzy | =7 0

et

IV fo = Vfllzz@y) = IV n = Vl2@yy — 0.

n—-4oo

Par suite, il existe une sous suite extraite ( f,,, )1 telle que

Fanly) — fly) pp.yeRY

k—+o00
et

Vi) — Vi) ppyeRV.

k—s+o00

Or en utilisant le fait que f,,, € D(RY), alors une simple intégration par partie donne

Et comme
2imyfuny) =7 20myf(y) ppy €RY,

alors

~

Vi) = 2inyf(y).

Doy, yf(y) € L% (RY). De plus,

10 @y = 1T 2 @ny + 1V FIIT2 @y
A2y + 112,
- / F)Pdy + / 4?1217 ()12 dy
RN RN
= [+l )P dy
RN

Inversement, supposons que f € L2(RY) et |jy|f(y) € L*(RY). Comme f est une distribution tempérée,

alors

~

Viy) = 2imyf(y).
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Donc, Vf € L% (RY), d’ott Vf € L% (RY) et par suite f € H'(RY). O

Proposition 2.3. Soit u € W (). Si on désigne par @ son prolongement par 0 en dehors de Q, c’est a dire

~ u(z) sizeQ,
0 si v € RV\Q,

alors u € W™P(RYN).

Preuve. Si ¢ € D(1), il est évident que son prolongement ¢ € D(RY), de plus on a

@1l wm.r@yy = ll@llwmrq)-
Ainsi I'application P définie par
P: D(Q) — W™P(RY)(> D(RY))
u—u

est linéaire continue de D(2) muni de la topologie induite par WP (Q2) dans W™P(RY).
Comme D(R2) est dense dans W;"?(12), alors P se prolonge en une application linéaire continue P sur
Wy (), c'est a dire

P: WP (Q) — W™P(RN)

ot P(¢) = P(p) =@ pour tout ¢ € D(Q2).

Soit u € WP (Q), alors il existe une suite (uy,),, d’éléments de D(12) telle que

u, —> u dans W™P(Q).
n—-4oo

Donc

U, — P(u) dansLP(RN).

n——+oo
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Par suite, on peut extraire une sous suite (u,, )r de (u,)n telle que

Up, () — ﬁ(u)(x) p.p.x € RV,

k—s 400
D’ou

P = o 1SR

Il résulte que P(u) = % € W™?(RN). O
Remarque 2.3. Siu € W;""(Q), alors
Y|a| <m, D% = Do au sens des distributions

et
[allwmr@yy = l[ullwms@)-
Remarque 2.4. En général, D(Q) n'est pas dense dans W™P(Q), c'est a dire W;"P(Q) & W™P(Q). L'égalité

dépend fortement de la taille de la frontiére OS).

Exemple 2.1. On se place dans le cas oit N = 1 et Q =0, 1].
On considere la fonction constante u définie par u(z) = 1 pour tout x € Q. Alors, u € W™P(QQ) pour tout m € N et
pour tout p € [1,+oo|; mais u ¢ W, ().

En effet, supposons que u € W, *(2), alors d’apres la proposition u € WHP(R). Or pour tout ¢ € D(R), ona

<@, p>=—<iy >=— / () (x) do = — / ¢ (2) dx = p(0) — p(1) =< 8y — 51, > .

D'oii, () = 0o — 01 qui ne peut pas étre identifiée a une fonction de LP(R) (au sens oil il n’existe pas une fonction
g € LP(R) telle que < dg — 01,9 >= /g(a:)w(x) dx pour tout vp € D(R)). Ceci est contradictoire avec le fait que
R

i e WhP(R).

Remarque 2.5. Dans 'espace WP (Q) I'application

N
u— |Vl oy = (2 /Q
=1

est une semi-norme, ce n'est pas une norme car elle s’annule sur les constantes qui sont des éléments de W1? (). Par

» 1/p
B dx) , pE[li+oo],

ou

1
contre sur Wy '? (Q) c’est une norme.
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Plus exactement on a le résultat suivant dans le cas ot 2 est un ouvert borné.

Proposition 2.4. Soit 2 un ouvert borné de RN . Soient p € [1;+oc[ et m € N*. Alors

() Il existe une constante C' = C(, p) telle que
lellze) < CIVellLeq) pour tout ¢ € D(R).

(i) Siu e WyP(), |[ull1p0= V|| £r () est une norme sur WP () équivalente a la norme induite par WP (Q)

i » » 1/p
définie par |[ullwr.o o) = (luluo) + I Vuluey) -

1/p
(i17) Siu e W"P(Q), ||ullmpo = Z ||Do‘u|\ip(m est une norme sur WP (Q) équivalente a la norme
|a]=m
1/p
induite par W™ P (Q) définie par ||u|lywm.»q) = Z ||D“u\|’zp(m

laf<m
Preuve. (i) Soit ¢ € D(N). Puisque 2 est un ouvert borné, alors il existe r > 0 tel que pour tout z =
(1, ,zn) €Q, |z;] <rpourtoutl <i < N.

Soit ¢ le prolongement de ¢ par 0 en dehors de Q. Alors, € D(RY) et supp(@) C Q.

Soitx = (x1,--- ,zn) € Q, alors p(a’) = 0ot a’ = (—r,z9, -+ ,zN) €t
- - - 1 9p
Ble) = pla) @) = [ S (Las - an)de.
—r 1

Par suite, grace a I'inégalité de Holder, on a

_ , z1 oo p 1/p
) < o+ ([ | o ar)
Comme p’ est I'exposant conjugué de p, alors
~ B xr1 8@' p B 8(70' p
P < (2r)Pt —(t, g, - dt<2p1/—t dt.
For < @t [ o) de< @t [ | e )
Ainsi
= p
/ |p(2)|P dag -+ - dey < (2r)p_1/ %(Qg) d.
RN-1 RN 6561
Et comme @(x) = ¢(z1,--- ,xny) = 0 pour |x1| > r, alors
r = P
/ \@(m)|pda¢=/ (/ |¢(x)de2-.-de> day < (2@?/ gi(x) da.
RN —r RN-1 RN T
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Par suite
P
[le@par< @y [|220) d.
Q o |0z
D’ot, l'inégalité
N
oo, P
P < p .
Jlerar< @S [ 5E@] a

(79) 1l suffit de montrer la premiere propriété de la norme, les autres propriétés sont faciles a vérifier.

Soit u € Wy*(Q) telle que [|ull po = [Vul|Lr o) = 0. Comme D(Q) est dense dans WP (), il existe une

suite (u,), d’éléments de D(N) telle que u,, — wu dans W1P(Q). D'ott, u,, —> u dans LP(Q) et
n—>-4oo n—>-4oo

Vu, — Vudans LP(Q). Par suite, Vu,, — 0 dans LP(f2) et donc, d’apres (i), v, — 0 dans
n—>-+oo n—>-+o00 n—> 00

LP(£2), ce qui donne ||ul|zr(q) = 0,d’ottu = 0 p.p. dans Q.

Pour I’équivalence des deux normes, on utilise (i) et la densité de D(Q2) dans W, () pour obtenir
lullipg < lullwin@) < (1+CP)?|lulipe  pour tout u € Wy™(Q).

(73¢) On suit le méme raisonnement de (7¢) en utilisant (par récurrence) le fait que pour tout ¢ € D(Q2), on a

N
Oy a o
[elle@) < C1 Z Ha*mi”ip(g) < Cy Z |D ‘P”ip(g) << 0p Z D S"Hip(g) = CmHqun,p}Q'

=1 |a]=2 laj=m
On déduit en utilisant la densité de D(£2) dans W;""(Q) que

lullmp.o < ullwme@) < Cllullmpa  pour tout u € Wi (9Q).

La démonstration est terminée. O

2.2 L’espace dual de ;""" (Q)

Remarque 2.6. L'espace dual de W;"*(Q) sera en général distinct de celui de W™ () puisque Wy""(Q) &

Wmp(Q).

Notation.

L'espace W (2) étant muni de la topologie induite par W () ; on note par

(W™ (Q)) = W=7 (Q) et (Hy'(Q)) = H ™(Q).
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Théoreme 2.7. Soient p € [1,4o00[, p’ son exposant conjugué et m € N*,
11 existe une application linéaire continue injective de W=7 (Q) dans D' () qui permet d'identifier W "' (Q) a
un sous espace de D'(2).

De plus, pour tout élément f de W=7 (Q), il existe une famille (fa)o<|a|<m telle que

fa€LP(Q) et f= Y Dfa

la|<m

et tout élément f donné par la formule précédente s'identifie @ un élément de W=7 (Q),

Preuve. Soit f € W7 (Q) = (W7"?(2))" donc elle est une forme linéaire continue sur W,"” (), sous
espace fermé de W™P(Q2). D’apres le théoreme de Hahn Banach elle se prolonge en une forme linéaire
continue f sur Wmr(Q). Il existe donc une famille (fa)o<|qj<m € Lfi’(Q) (T = Card{a € N¥; 0 < |a] < m})
telle que

< Fou> vy wmr@= 3 /Q fal@)Du(z)de,  Yue WMP(Q).

|| <m

En particulier pour ¢ € D(Q2), on a

< [y >wme)y wme@)= < [, ¢ ZW—map! (Q),Wmep ()= Z /Qfa(x)Doﬂp(x) dx

lo|<m

= Z < fa; D% >pra) )= Z < (=1)*D* fu, 0 >pra) Do) -

la]<m |a|<m

Donc, l'application p(€ D(Q)) —< [, >y—m. () wmrq) est un élément de D'(2) et donc on peut

définir une application 7 : W% (Q) — D’(1) par
<7(f),¢>=<f,p> pourtout f € WP (Q) et pour tout ¢ € D(2).

C’est a dire, 7(f) est la restriction de f € W™ (Q) sur D(Q).

7 est évidemment linéaire. Elle est continue car si une suite f, o 0 dans W' (Q), ’est a dire
n—-+oo
<frp> — 0 VYoeWP(Q),
n—>+00

alors

<T(f)sp >=<funp> — 0  VoeDQ)
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Ce qui veut dire que 7(f,,) el 0 dans D'(Q).

7 est injective. En effet, soit f € W~ (Q) telle que 7(f) = 0, alors
<7(f)p>=<fip>=0  VpeDQ).
Comme D(2) est dense dans W"*(12), alors
< firu>=0  YueW;"P(Q).

C’est a dire que f est identiquement nulle dans W ~""*' (Q).
Réciproquement, si f = Z D°f, avec f, € LV () alors f est une forme linéaire continue sur D(2). Par

laf<m

suite, f = 7(g) olt g est le prolongement linéaire continue de f sur W;"?(Q) défini par

<gus= Y (-1 /Q Fu(2) Du(z) da.

laf<m

Ceci termine la preuve. O

3 Inclusions de Sobolev

le but de ce paragraphe est d’établir des inégalités qui permettent de plonger 'espace de Sobolev W™?
dans d’autres espaces comme L4 et C*. Ces inclusions dépendent de la position de p par rapport a la dimen-

sion N. Plus exactement trois domaines vont étre distingués, p € [1, N[, p= N etp €|N, +o0].

On se place dans le cas ot p € [1, N]|.
S’il existe des constantes C' > 0 (C' est indépendante de u) et ¢ € [1,+o0[ telles que pour toute fonction
u € D(RY), on a 'estimation
[ullLa@yy < ClIVullLe@n)y,
alors g n’est pas arbitraire, il dépend de p et de V.

En effet, soit u € D(RY). Posons pour A > 0,

up(r) = u(\r); Ve RY,
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Alors
[urllLaeyy < ClIVusllLo@ny,
c’est a dire

_ N, N
Jull pa@yy < CAYT 0 |V oy

1 1
D’olt nécessairement, — = — — —.
¢ p N
Np
On appelle p* = _ le conjugué de Sobolev de p (pour p € [1, N[). On remarque que p* €]p, +o0|.

Théoreme 3.1. (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg)

Supposons p € [1, N|[. Alors, il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de p et de N telle que

llull o= mrvy < Cl|Vul|Lp@yy  pour tout u € CHRM).

Preuve. On distingue deux cas.

Cas1l. p=1.
L N
Dans ce cas, le conjugué de Sobolev p* = N_1
Soit u € C}(RY). Alors, pour chaquei=1,--- ,Netz € RY,ona

i Qu
u(z) = (’)x«(xl"” s Tie1,Yir i1, TN ) dYi-
— 00 K3

Donc
[u(z)] S/ T(fl,"' » Ti—1,Yiy Tit 1, JN)‘ dy; S/ [Vu(zr, - zim1, ¥ Tigr, - 2n) | dys.
—oo | 04 —o0
D’ou

1/(N-1)
Ju(a) [N/ 1)<H</ Vuxla"'7$i—17yiaxi+1a"'737N)dyi) :

Intégrons cette inégalité par rapport a z; et utilisons I'inégalité de Holder itérée a (N — 1) fonctions de la

forme

1/pi
Pi d:171> ,

N N
Ag|gi|dxlgg<4|gi
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on obtient

1/(N—1)
/ Ju(z) NN day < /H (/ [Vu(zr, w1,y Tigrs - anN)dei) dzy

T 1/(N-1) N 1/(N-1)
:/ (/ ||Vu(y1al’27"' 7$N)||dy1> (/ ||V’LL L1, 3y Ti—1,Yiy Tit1, - a'rN)dez) dxl
R —00

1/(N—1) 1/(N—1)
< ([ 19utnza omla /H(/ Vo i, o)) do
R 5 \JR

1/(N—-1) N 1/(N—1)
< (/ | Vu(yr, z2, - - ,:UN)IIdy1> (//IIVU (X1, s Tim1, Uiy Tip1, -+ - axN)|dyidxl) .
R

Posons
B = [ IVu(yr.aao an) | don
R
etpouri=2,---,N,

Ii://HVU(wlw“ L1, Yis Tig1, - 2N || doy dy;.
R JR

Alors, I'inégalité précédente s’écrit sous la forme suivante

N
/ () [V D g, < HIZ}/(N—l).
R i=1

Intégrons maintenant ceci par rapport a x5 ; on obtient

//‘u YN/ N1 gy < /Hll/(N D gy = 11/ N~ 1)/1—[11/(1\/ D des.
7752

Appliquons de nouveau l'inégalité de Holder itérée, on trouve

N 1/(N-1
// |u(x)\N/(N71) dxq dxy < Ié/(Nfl)H (/ I; dx2>
R JR - R

i#2

1/(N-1) N 1/(N-1)

J(N—1) 1/(N-1)
- (//nwmyz,xg,m,xN>|dxldm) ( /||Vu (y1, T3, - ,:cN)udyldxz)
RJR
N 1/(N-1)
H(///||VU($1,$21"'73/1'»"'aCUN)”dxldiCQdyi) .
RJR JR

=3
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D’ou,
2/(N—1) N
[u(z)|N N dey dey < </ (IVu(z)| dmldxg) (/ \Vu(zy, 22, sy, zn)| dl‘1d$2dyi)
R2 R2

Puis on integre par rapport a 3, - - - , 2, on obtient alors
N 1/(N—-1
/ |u<a:>|N/<N1>dst(/---/||w<xh--- g o) doy e dysdon )
RN ;

S T

qui est la majoration voulue pour p = 1.
Cas 2. p €]1,N]|.
On considere la fonction |u|® avec a > 1. Alors, |u|® € CL(RY) et on a V(|u|®) = a|u|* 2uVu. Par suite en

utilisant le premier cas on obtient
(N-1)/N
([, wree=na) ™ < [ vur@lae=a [ juiva i
RN RN RN

(p—1)/p 1/p
ga</ u|p(a_1)/(p_1)dx) (/ Vu|pdx) .
RN RN

N -1 -1 N
On prend a = p(Ni—p) > 1, alors N1 p(;_l) = ]\;D_p = p*. Donc
(N=-1)/N—(p—1)/p
. p(N —1)
(/RN |u(z)[? d:r) < N_p IVl L@y
—1 —1 1
Comme bz —, alors
p p

p(N —1)
lull Lo @y < N_op IVull Le ey

Ceci termine la preuve. O

Théoréme 3.2. (Estimation pour W1P(RY))
Supposons p € [1, N|. Alors,

(¢) il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de p et de N telle que

ull Lor gy < ClIVullposy  pour tout u € WHP(RY).
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En particulier

WiP(RY) < LP"(RV)

avec injection continue.
(%) Pour tout q € [p,p*],

WP(RY) — LYRY)
avec injection continue.
Preuve. (i) Puisque D(RY) est dense dans W1?(R¥), alors il existe une suite (uy), d’éléments de D(R")

telle que

u, — u dans WHP(RN).
n—>—+o0o

D’apreés le théoreme on a pour tousn, m € N,
Hun - UMHLP*(RN) < C”vun - vUm”LP(RN)-
D’ott (uy,),, est une suite de Cauchy dans L?" (R") et par suite
Un =7 Y dans LP" (RY).

Or la continuité de I'injection LP" (RY) « D'(RV) assure que u,, — v dans D’(R") faible, d’ol1 nécessaire-

ment v = u. D’autre part, d’apres le théoreme ona
[unllLo= @yy < ClIVupl|Le@ny)-
D’ot1 en passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient
[l Lo+ vy < ClIVull Lo @y

(12) Soit ¢ € [p, p*], alors il existe a € [0, 1] tel que
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Soit u € WP(RY), alors d’apres (i) u € LP(RY) N LP" (RY) et donc par I'inégalité d’interpolation

ol aqeny < lull ey el
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

lullEo ey lull oy < allellzo@ay + (1= o)l Lo gy < lullzo@yy + lull Lo @)

Par suite, d"apres ()
ull Lagery < Cllullwir@yy pour tout u € WLP(RN).

Ce qui complete la preuve. O

Théoréme 3.3. (Estimation pour W1?((2))
Soit Q un ouvert régulier de R™. Supposons p € [1, N|. Alors, il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de
p, N et Q telle que

lull Lo ) < Cllullwrpy pour tout u € WHP(Q).
La démonstration nécessite le théoreme de prolongement suivant.
Théoreme 3.4. Soit 2 un ouvert régulier de RN . Alors, il existe un opérateur de prolongement
P WhP(Q) — WHP(RY)

linéaire, tel que pour tout u € WHP(Q)
(i) Pujq =u,

(@) [[Pullzomny < Cllulle),

(@id) ||[Pullwre@yy < Cllullwie),

ot C dépend seulement de ().

Preuve du théoréme [3.3] On introduit I'opérateur de prolongement du théoreme

P: WP(Q) — WIP(RY).
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Alors, en utilisant le théoréme 3.2] on obtient
[ull o= () < 1Pull or (mrvy < CllPullwrr@yy < Crllullwe ).
Ce qui termine la preuve. O

Théoréme 3.5. (Estimation pour W,"" (Q) - Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert borné de RYN. Supposons p € [1, N|. Alors, pour tout q € [1,p*], il existe une constante C > 0

dépendant seulement de p, N, q et <) telle que

llull o) < ClIVullpr) pour tout u € Wol”’(Q).

Preuve. Soit u € W, ?(Q). Comme D(Q) est dense dans W, *(12), alors il existe une suite (uy,), d’éléments
de D(Q) telle que

u, — wu dans WhP(Q).
n—-4oo

Dong, en prolongeant u,, par 0 en dehors de €2, on obtient

w, — «u dans WHP(RY).

n——+oo
Par suite, comme W!?(RN) < L?"(RV) avec injection continue (d’apres le théoréme 3.2), alors

U = W dans LP" (RY).
n—-—+oo

et

[unlle @y < C1l|Vunllpr@yy = Cil| V| Lo @ry-

Donc en passant a la limite quand n — +o0o dans I'inégalité ci dessus, on obtient

6]l Lo mvy < C1l| VUl Lo@ny = C1l|Vull o @a).

[ull e (@) < C1llVullLe)-
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Comme  est borné, alors pour tout 1 < ¢ < p*, LP (Q) < L7(Q) avec injection continue (d’apres le

théoreme|[1.5|du deuxieme chapitre) et donc

[ullLa) < Collull Lo~ (-
D’ou
ull o)y < ClIVullLrq)-

La démonstration est terminée. O

Théoréme 3.6. Supposons p = N. Alors,

WHN(RY) — L]

loc

RY) vq e [1,400[

avec injection continue.

N(N —
Preuve. Soit ¢ € [1, +o0], alors il existe € €]0, N — 1] tel que ¢ < u
e . 1 1 1 .
On définit pX par — = — — —; ol p. = N —e € [1, N[. Donc ¢ € [1,p}].
p: De N

Soit K un compact de RY et soit p € D(RY) telle que 0 < p < letp = 1 sur K C supp(yp).

Soit u € WHN(RY). Comme pu est a support compact, alors LY (supp(pu)) — L"(supp(pu)) avec injec-

tion continue pour tout 1 < r < N et par suite pu € Wl”"(RN ) pour tout 1 < r < N. En particulier,

ou € Whre(RV),

En utilisant les injections continues LP: (K) < L?(K) (car 1 < ¢ < pZ), WhPe(RN) < LPZ (RN ) et LV (supp(pu)) —

LP= (supp(pu)) (car 1 < p. < N), on obtient

lull oy = loull gy < Clloull oz (i) < Cllpull oz @y < Callpullwnoe vy < Callpullwrveny < Calullwrs @)
D’ot le résultat. O

Théoreme 3.7. (Théoréeme de Morrey)
Supposons p > N. Alors,

WHP(RN) s L®(RY)
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avec injection continue.

De plus, pour tout uw € WHP(RN) avec p €N, +oo|, on a
u(z) —u(y)| < Clo —y|*|VulLr@ny  pp.x, y RV

N .
avec o =1 — — et C est une constante qui dépend seulement de p et N.
p

Preuve. Si p = +00, on a d’apres la proposition|I.2]
Whe(RY) — L®(RY)

avec injection continue.

Sip €]N, +oo[. Soit p € D(RY). On montre qu'il existe C > 0 telle que

lo(x) — o(y)| < Clz —y|*|IVellorny  pp-x,y €RY.

Soient r > 0 et P, un pavé de R" de coté r contenant 0 et dont les cotés sont paralleles aux axes de coordon-

nées. Soit z € P,, alors d’apres la formule de Taylor avec reste intégrale,

1 1 N
o) (0| = [ Vote)zdt= [0 2t

et donc
1 N

-0l [ 3|32 o) .

Par suite
Oy

d < —t dtdz < dt t <

/Pr|g0(z) 0)|dz < T’/T;/ oz, 2) z<r 8331 z)| dz <
Comme

< [ lot) -

/Pap(z)dz—/ 0)dz

(.

[ eteraz - r%<0>] -

72

N

1=

1
r =N dt/
S,

0)| dz,

T

83%

(y)‘ dy.
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alors

8:51 ‘

o il [ ena (2

ngV/ =N dt (/
0 Z Py

N

= rl—N/ t=Nat (/
0 ; Py,
_ 7,1—N+N/p// N/’ thz (/
0 P,
gra/tN/P N gt </
0 Z RN
p 1/p
- ([ fEw| W)
RN

N
ot p’ est 'exposant conjugué depeta =1 — — €|0,1].
p

1/p’
)" ([, »)
) trN/p
‘P

1/p
dy)

axz

5:0Z

(y)

ox;

p 1/p
dy)

8%‘1

(91’1

Donc

_ r®
a w(z)dz—w(o)’ < Vel
P 8]

-
Posons

Bp = mesl(P)/P o(2) dz:r_N/P o(2) d.

r

C’est a dire pp_est la moyenne de ¢ sur P,.
On a donc
,,,Oc
[@p, —¢(0)] < ;HV%’HLP(RNy
Prenons maintenant z, y € RY quelconques. Il existe alors un pavé de coté r = ||z — y|| contenant z et y.

Considérons les translations suivantes
V(2) =@z +x) et é(z)=p(z+y) pourtoutzc RY.
Comme ¢ € D(RY), alors ¢, ¢ € D(RY), de plus
Vip(z) = Vp(z +2) et Vé(z) = V(2 +y) pour tout z € RY

et

IVl o @yy = VOl Lr@yy = Vol e may-
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D’autre part, en utilisant le fait que pour tout § > 0, mes(P,) = mes(Pr1s) et pp. = Pp ,,,Ona

1 1 1 _ -
Yp, = meS(PT)/PTWZ) dz = m /Pr p(z+x)dz = meS(PW/P p(z)dz = PPya) — PP

e Edl

Donc
[@p, —¢@)] = Wp, —v(0)] < —IIVUllr@y) = —[Vellr@n).
De la méme fagon, on montre que

@b, — )| = lop, — ¢(0)| < E||V¢||LP(RN) = EHV@HLP(JRNy

Par suite

lp(z) — )| < lp(x) —Pp.| + [@p, — ©(¥)]

IA

2re
o IVellLe @y

On déduit que pour tout ¢ € D(RY),

2||z —y

p(z) — p(y)] < IVeli@yy Ve, yeRY.

Maintenant soit v € W1 P(RY), alors comme D(RY) est dense dans WP(RY), il existe une suite (uy,),
d’éléments de D(RY) telle que

u, — u dans WHP(RY).
n—>—4oo

Par suite, il existe une suite extraite (u,, ) telle que

Un, () k—_>+)oo u(z) p.p.x € RV,

IVullpreryy  pop.a,y €RY.

ju(e) — u(y)| < A2V

Montrons maintenant que I'injection W1?(RY) — L>(RY) est continue.

Soient v € D(RY), 2 € RN et P, un pavé de coté 1 contenant z. Alors, comme
) ) P

_ 1
[@p, — p(z)| < EHV@HLP(]RN)a
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alors
_ 1 1
@) < [@p, |+ lIVello@y) < llellie) + Vel @)

Puisque l'injection LP(Py) < L(Py) est continue, alors, il existe une constante C; > 0 telle que

1 1

lo(@)] < Cilleller,) + EHVSD”LP(]RN) < Crllollr@yy + EHV@HLP(RN)«

Do, il existe une constante C' > 0 telle que

lo()| < Cllellwre@ny-

Maintenant pour u € W1?(R"), on raisonne comme pécédemment c’est a dire en utilisant la densité de

D(RY) dans W1 »(RY) pour déduire que
u(@)| < Cllulhys vy pp-z € BY.
Par conséquent, pour tout u € WHP(RY),
[ullLoe @y < Cllullwre@n)-
Ce qui termine la preuve. O

Remarque 3.8. Il est important de remarquer que pour tout u € WHP(RYN), avec p €]N, +oc|, il existe une fonction
u € C(RN) telle que u = i p.p. sur RN. Autrement dit, on peut associer un représentant continu a tout u €

WLP(RN), pour p €N, +oo].
Proposition 3.1. Soit u € WHP(RY) avec p €N, +oo|. Alors

lim  wu(z)=0.
|z| =400

Preuve. Soit u € W1P(RY). Alors, il existe une suite (u,,), d’éléments de D(RY) telle que
u, — u dans WHP(RY).

n—-> —+00

Dongc, en appliquant le théoréme[3.7] u est aussi limite uniforme de la suite (u,, ),,. D’ott le résultat. O

Le théoréme suivant généralise les inclusions de W1?(RY) a celles de W™?(RY).
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Théoreme 3.9. Soient p € [1,4+o00[et m € N*, ona

1 m X 1 1 m
i) Si = —— >0, alors WP(RN) — [P (M(RN) o ——— =2 — —
()pN (RY) ()p*(m)pN
1
(i) Si ~ — % =0, alors W™P(RN) < LL (RN) Vg € [1, +00],
1 m

. N
(iti) Si — — v <0 alors W™ P(RN) — C*(RN) oit k un entier tel que k <m — — <k +1,
p p

avec injections continues.

Dans le cas ot €2 est un ouvert régulier de RY, on a le résultat suivant.

Théoreme 3.10. Soit Q un ouvert régulier de RY. Soient p € [1,+oc[et m € N*, ona

1 “
(i) si -~ % > 0, alors W™P(Q) < LP"(™)(Q) oil =

3

1
(i1) Si — — — =0, alors W™P(Q) — L

loc

(Q) Vg e[l,4+0],

S
=2

1 — N
(#i1) Si P % <0, alors W™P(Q) — C*(Q) oit k un entier tel que k < m — n <k+1,

avec injections continues.

Si de plus l'ouvert 2 est borné, on a le résultat suivant dans le cas ot m = 1.

Théoreme 3.11. (Théoreme de Rellich-Kondrachov)
Soit  un ouvert borné régulier de RN. On a

(i) Si p < N, alors WHP(Q) < L(Q) Vq € [1,p*[ oil i* =-— % ,
p

SRR

(ii) Si p= N, alors WHP(Q) — L4(Q) Vq € [1,+o0],
(iii) Si p > N, alors WhP(Q) — C(9Q),

avec injections compactes.

Remarque 3.12. Soit 2 un ouvert borné régulier de R™. Soit p € [1,+oc]. Alors,

WhP(Q) < LP(Q),

avec injection compacte.
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4 Trace-Dérivée normale

On sait que D(£2) est dense dans LP(2) mais pas dans WP (2). Ainsi si on veut approcher des éléments
de W™P(Q) par des éléments de classe C*°, on ne peut pas leur imposer d’étre nuls sur la frontiere 052, on
se contente uniquement d’une convergence dans L”(£2). D’ol1 la nécessité de définir un autre espace dense

dans W™P(Q).

On a les résultats suivants.

Théoréme 4.1. Soit ) un ouvert réqulier de RN . Supposons p € [1,+oo[ et m € N. Alors, I'ensemble D(S2) des

restrictions des éléments de D(RN) a Q est dense dans W™P ().

Définition 4.1. Soient Q un ouvert régulier de RN et p € D(Q).

(2) On appelle trace de ¢ sur 9Q, la restriction de p a O définie par
plaa(o) =¢(o) Vo € oN.

(13) On appelle dérivée normale de ¢ sur OS2, I'application g—z définie par

d¢ = O

2 (0) =3 22 (0)ni(o) = Vep(o)n(o) Vo € 09,

ot n(o) = (n1(o),--- ,nn(0)) est le vecteur unitaire normal a la frontiere OQ au point o € 0), dirigé vers
Uextérieur de €.

(13i) Par récurrence, on définit la dérivée normale d’ordre j € N par

i N i1y
Zn‘f Z (a )) ni(o) Vo € 0.

nJl

Z

La question qui se pose maintenant : Peut-on définir la trace et les dérivées normales d"une fonction

uw € W™P(Q), p € [1,400[ etjusqu’a quel ordre ? La réponse est donnée par les deux théorémes suivants.
Théoreme 4.2. Soit 2 un ouvert régulier de RN . Supposons p € (1, +ocl. Alors, l'application ~ définie par
Y0 : D(Q) — LP(0%)

© — Y0P = Plon
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est linéaire continue sur D(Q) muni de la topologie induite par celle de WP ((2). Elle se prolonge donc en une appli-

cation linéaire continue notée encore o de W1P(Q) dans LP(9S2). Donc, il existe C > 0 telle que
Ivoullzr o0y < Cllullwing)  Yu € WHP(Q).

You = ujpq s'appelle la trace de u sur ON.

De plus le noyau de ~, est 'espace Wy (Q). Autrement dit
WLP(Q) — { LP(Q): 4 —
o =que W P(Q); u=0 sur 0Q ;.
Théoreme 4.3. Soient Q un ouvert régulier de RY. Supposons p € [1,+oc[ et m € N* . Alors, I'application
7= (%0, Ym-1) définie par
v: DQ) — (LP(0Q)™

dp oMty
e = o _ = —_— ...
P10 = (e e Ym-19) = (Plaas 50 5Ty

est linéaire continue sur D(QY) muni de la topologie induite par celle de W™?(S2). Elle se prolonge donc en une

application linéaire continue notée encore v de W™ P (Q) dans (LP(9S2))™. Donc, il existe C > 0 telle que
Ivullzr@a)m < Cllullwme@)  Yu € W™P(Q).

o’ ) .
Pour tout j € {1,--- ,m — 1}, vju= au s’appelle la dérivée normale d’ordre j de u sur OS2

ont
De plus le noyau de ~ est I'espace W"'*(2). Autrement dit

_ Ou o1y

m,p _ MPO): gy — 20— .2
Wy (Q) {u € W™P(Q); u o S

=0 suraQ}.

Dans le cas o1 p = 2, on a les résultats suivants.

Définition 4.2. Soit Q un ouvert régulier de RN . Soit ~q 'application trace de H' () dans L*(9%2).
On définit alors

HY2(99) = 7o(H'(©)) = Im(70).

L'opérateur ~o : H*(Q) — H/2(0Q) est alors linéaire continu et surjectif.
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Proposition 4.3. Soit Q un ouvert régulier de RN . Alors, l'espace H'/?(9S) est dense dans L?(99).

Remarque 4.4. Soit Q un ouvert régulier de RY.

. 0 .
Siu€ H*(Q),alorsu € HY(Q) et a—u € H'(Q) pour touti = 1,--- , N. On peut donc non considérer seulement

£

. . 0 ) . I ) 0
~o(u) mais aussi yo ( &:) qui sont des fonctions de H'/%(0SY). En particulier, la dérivée normale a—z = Vu.n est

K2

un élément de L?(0%2).

4.1 Formules de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des équations aux dérivées partielles.

Elle coincide en dimension 1 avec la formule d’intégration par parties.

. . _ . ou
Dans la suite, on désigne par n = (nq, - - - ,ny) le vecteur unitaire normal a la frontiere 92 et —— = Vu.n

on

la dérivée normale de u sur la frontiere OX2.

Théoréme 4.5. (Formule d’Ostrogradsky)

Soit Q un ouvert régulier de RN . Soit F une fonction de C*(Q) a valeurs dans RN (un champ de vecteurs). Alors

/ div(F(z))dx = F.ndo.
Q X9)

Corollaire 4.4. (Formule de Green classique)

Soit Q un ouvert réqulier de R™. Alors, pour toutes fonctions u € C?(Q) et v € C1(Q) ona

/QAU(J:)U(J;) da::/ —uvdaf/QVu(z).Vv(x) da.

Remarque 4.6. La formule de Green est une conséquence de la formule d’Ostrogradsky en prenant F'(z) = v(z)Vu(z)

et en utilisant le fait que

div(v(z)Vu(z)) = v(z)Au(z) + Vu(z).Vo(z).

Théoreme 4.7. (Formule de Green dans H*())
Soit Q un ouvert réqulier de RY. Alors, pour toutes fonctions u, v € H*(Q) on a

ou o |
/ani(z)v(x)dz = /muvmdo—/ﬂu(o:)axi(x)dx Vi=1,---,N.
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Théoréme 4.8. (Formule de Green dans H?((2))

Soit Q un ouvert régulier de RN . Alors, pour toutes fonctions u € H*(Q) et v € H*(Q) ona

9%u ou ou ov
(z)v(z)dx = s —n;vdo — s (a:)axZ

=1 .-
, 922 (x)dx Vi=1,

Et donc
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Chapitre 4

Formulation Variationnelle

1 Introduction

Soit  un ouvert de RY.
Soient f une fonction (ou bien une distribution) définie sur {2 et L un opérateur linéaire.

La question qui se pose, existe-t-il u tel que
Lu=f dansQ?

Si g est une solution particuliere alors 1’ensemble des solutions est un espace affine de la forme {ug} + W
ou W est I'espace vectoriel des solutions du probleme homogene Lu = 0.

Pour avoir I'existence et I'unicité de la solution, on impose en plus de 1’équation, des conditions aux limites
(C.L) (c’est a dire sur le bord de 2 noté 01). Il existe des conditions aux limites de natures tres différentes,
Dirichlet, Neumann, mixtes,- - - .

On se ramene donc a des problémes de type suivant

Lu=f dans ),
(P) { C.L sur 0f).

L’idée pour résoudre le probleme (P) est d'introduire des espaces de Banach, X pour u et Y pour f de
sorte que les éléments de X vérifient les C.L et que I'application L soit un isomorphisme de X dans Y. Dans

ce cas , la solution de (P) est donnée par u = L~!(f). Comme L est linéaire, pour montrer que c’est un
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isomorphisme il faut et il suffit de montrer que L est continue, KerL = {0} et ImL =Y.

En pratique, on montre que L~! est continue, c’est a dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que
lulx < C|[Lully  Vue X. (R)

Ceci implique que KerL = {0}. En effet, si u € X tel que Lu = 0, alors ||u|]|x = 0 et par suite v = 0.
Pour montrer que L est surjective, il faut noter tout d’abord que puisque L est continue alors I'mL est un
fermé. En effet, si (yn)nen est une suite de Cauchy d’éléments de I'mL, alors il existe une suite (z,,)nen

d’éléments de X telle que Lx,, =y, et donc
Hxn - fEm,HX S C”L(:L'n - xm)HY = C”yn - ym”Y Vna m € N.

D’ol (zy,)nen est une suite de Cauchy dans X qui est complet, donc il existe € X tel que z,, T2 dans
n—-—+oo

X. D’ou, par la continuité de L, on a Lz, = yp —+> Lz =y, ce qui implique que y € ImL.
n——+0o

Par suite, pour prouver que ImL =Y, il suffit de montrer que ImL est dense dans Y.

11 faut remarquer que pour montrer la relation (R), il suffit de la vérifier sur un sous ensemble F' dense
dans X. La raison pour laquelle on commence par montrer 1'inégalité pour des fonctions de D(2) qui est en

général dense dans X.

En conclusion, le probleme d’existence de solutions du probléme (P) se rameéne a établir une majoration

de type (R) ; une telle majoration est appelée estimation a priori.

Un exemple d'une telle méthode est le théoréeme de Lax-Milgram et ses applications.

2 Equation et inéquation variationnelles dans un Hilbert

On commence cette partie par le résultat suivant.

Théoreme 2.1. (Théoréme de Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire (., .) et soit a une forme bilinéaire sur H x H a valeurs
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dans R vérifiant

(1) a est continue, c’est a dire il existe une constante C' > 0 telle que
la(u,v)| < C|lull|jv]] pour tous u, v € H,
(#4) a est coercive, c’est a dire il existe une constante oo > 0 telle que
a(u,u) > al|ul|®*  pour tout u € H.
Alors, pour tout f € H', il existe un unique u € H tel que
a(u,v) =< f,uv> pourtout v € H. (1)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par

u € H,

1 !
ia(u,u)— < fiu>= min ia(v,v)— < fiv>|. (2)

Preuve. Elle va se faire en deux étapes.

Etape 1. L'existence et I'unicité.

Pour chaque u € H, l'application v € H — a(u,v) est linéaire et continue, d’ott c’est un élément de H’
qu’on note Au. Comme a est linéaire par rapport a la premiere variable et est continue, alors l’application A

est linéaire et continue de H dans H' puisqu’on a
| < Au,v > | = |a(u,v)| < C|lul/|jv]] pourtousu, v € H,

et ceci implique que

|Au|| < Cllu|| pour tout u € H.

De plus, en utilisant la coercivité de a et la continuité de Au, on obtient
allull? < a(u,u) =< Au,u > g < ||Au|lgr|jul|lg  pour tout u € H.

Par suite,

1
|ullg < —||Aul|g  pour tout u € H.
«Q
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Donc, d’apres l'introduction, A est injective et ImA est un fermé dans H'.
Pour montrer que A est surjective, il suffit de montrer que que ImA est dense dans H' (car H’ est un Hilbert),
ce qui revient a prouver que (ImA)+ = {0}.

Soit u’ € (ImA)*, alors,
(W, Av)) g = (¢~ (Av), ¢ (u')) g =0 pour tout v € H,

oll ¢ est I'isomorphisme canonique de H dans H'. Par suite, en utilisant le fait que H est un espace de

Hilbert sur R et le théoréme de Riesz-Fréchet, on obtient
0=(¢""(u), ¢ ' (Av)) =< ¢ (¢_1(Av)) Lo (') >=< Av,¢" ' (v/) > pourtoutv € H.
Prenons v = ¢~ 1(u/), on obtient alors
0 =< Av,v >= a(v,v) > alv|?.

Donc, v = 0 et par suite u/ = 0. Par conséquent, (ImA)+ = {0}. En conclusion, A est un isomorphisme de
H dans H' et ainsi on a 'existence et 1'unicité de la solution du probléme (1).
Etape 2. La caractérisation.

Supposons maintenant que a est symétrique. On considere la fonction F' définie sur H par
1
F(v) = §a(v,v)— < f,v> pourtoutv € H.
Montrons que F' atteint son minimum sur H. Pour cela, on considére une suite minimisante (uy,)nen, c'est a

dire u,, € H et F(uy,) - mi]I{lF(U) =d.D'ou,
n—+o0o ve

ANy €N, Vn > No, F(up) <d+1.

«
Flup) > §Hun\l2 = £ Mlwall,
d’ot, nécessairement la suite (u,,),cn est bornée dans H et comme H est réflexif (car ¢’est un Hilbert), alors

on peut extraire une sous suite (u,, )ren telle que

— w faiblement dans H.
k——+oo

Upy,
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Or la fonction F' est convexe et continue pour la topologie forte de H donc elle est s.c.i pour la topologie
faible et par suite

F(w) < liminf F(uy,, )= lm F(u,,)=d.

k——+4o00 k—4o00

Or d= Hli]I{lF (v),d’olt F(w) =d etalors F atteint son minimum au pointw € H.
veE

Montrons maintenant que w = u.

Tout d’abord, il faut noter que la fonction F est de classe C* et que
DF(v)(h) = %[a(v,h) ta(hv)| - < f,h > pourtousw, he H.
D’ou, en utilisant le fait que a est symétrique,
DF(v)(h) = a(v,h)— < f,h> pourtous v, h € H.
Or w est un minimum dans tout l'espace H, d’ott DF(w) = 0 et donc
a(w,h) =< f,h > pourtouth € H.
Comme 1'équation (1) admet une unique solution u, alors w = u. Ceci termine la preuve. O

Remarque 2.2.

(¢) Sous les hypotheses du théoreme précédent, I'équation (1) est équivalente a I'équation
Au= f dans H (3)

ot A est un isomorphisme de H dans H' défini par

< Au,v >=a(u,v) Yov € H.
De plus, A=1 est continue de H' i valeurs dans H et vérifiant

-1 1 !

JA7F < SIIfI pour tout f & H'

D’oit

1

04.

A7) <
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L’équation (3) est appelée équation variationnelle.

(#4) L'application a est une forme bilinéaire sur H x H, on peut définir la forme conjuguée a* de a par
a*(u,v) = a(v,u) pourtousu, v € H.
Puis, on associe @ a* l'opérateur A* € L(H, H') appelé conjugué de A et défini par
< A*u,v >=a*(u,v) = a(v,u) =< Av,u >  pour tous u, v € H.

Alors, A* a les mémes propriétés que A.

Ceci nous permet de démonter le résultat suivant.

Lemme 2.1. Soit H un Hilbert sur R et soit (u,)nen une suite d’éléments de H telle que u, j u faiblement
n—+0oo

dans H. Alors,

a(v, up) e a(v,u) et a(up,v) el a(u,v).

Preuve. Soient u, v € H.
Comme Av € H’, alors

a(v,up) =< Av,up > — < Av,u >=a(v, u).

n—-+oo

De plus, comme A*v € H’, alors

a(tp,v) =< Atp,v >=< A", u, > —+> < A*v,u >=< Au,v >= a(u,v).
n—-+0oo

Le lemme est prouvé. O

Remarque 2.3. Siu, — wetwv, — v, faiblementdans H,on n'apasen général a(u,,v,) — a(u,v).
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

Théoreme 2.4. (Théoréme de Stampacchia)
Soit H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire (., .) et soit a une forme bilinéaire sur H x H a valeurs
dans R vérifiant

(1) aest continue, c’est a dire il existe une constante C' > 0 telle que

la(u,v)| < Cllu||||v|l  pour tous u, v € H,
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(#i) a est coercive, c’est a dire il existe une constante o > 0 telle que
a(u,u) > allul|®*  pour tout u € H.

Soit K un convexe fermé non vide de H.

Alors, pour tout f € H’, il existe un unique u € K tel que
a(u,v —u) >< f,o—u> pourtoutv € K. (4)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par

u € K,

1 (1
ia(u,u)f < fiu>= min ia(v,v)f < fiv>]. (5)

Remarque 2.5. L'inéquation (4) est appelée inéquation variationnelle.

Preuve du théoreme On commence comme lors de la preuve du théoreme de Lax-Milgram.
(¢) Pour tout v € H, l'application v € H — a(u,v) est linéaire continue, alors c’est un élément de H’
noté Au. L'opérateur A ainsi défini est évidemment linéaire et continue. D’autre part, comme Au € H’, alors

d’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, il existe un élément de H noté ¢! (Au) tel que
a(u,v) =< Au,v >= (v, ¢ *(Au)) = (¢~ (Au),v) pourtoutv € H

ol ¢ est 'isomorphisme canonique de H dans H'.

Soit maintenant f € H’, en utilisant une autre fois le théoréme de Riesz-Fréchet, on trouve
< fiv—w>=(¢"(f),v—w) pourtousv, w € H.

Alors, I'inéquation variationnelle (4) devient : Trouver u € K tel que
(¢ (Au),v —u) > (¢ (f),v —u) pourtoutv € K.

Ce qui équivaut a

(Ao H(f) — Ao (Au) + u —u,v —u) <0 pourtousv € K et A > 0,
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et donc, d’aprés la caractérisation de la projection sur un convexe fermé,
u= P (Aqu(f) ¢~ H(Au) + u) pour tout A > 0.
Soit 0 < A < %. Considérons maintenant la fonction F’ définie de K dans K par
F(v) = Pg (A(b_l(f) —Ap ™ (Av) + U) pour tout v € K.

Comme la projection Pk est une contraction large et ¢! et A sont linéaires, alors

[E(v1) = F(va)|

IN

ML) = A0 (Avr) + o1 — (A6 7H(f) = A6 (Ava) + ) |

= ||lvi —v2 — /\(<75_1(Av1) - ¢_1(AU2)) H

= |lvy —vg — Aot (A(vl - v2)> H
Comme A est continue, ¢! est une isométrie et (¢~ (Av),v) = a(v,v) > a||v||?> Vv € H, alors
|F(v1) — F(va2)[|> < (1 4+ A2C? — 2Xa) |lv1 — va|.

Q
Comme 0 < A\ < ek alors 0 < 1+ A\2C? — 2)\a < 1, d’ou F est une contraction stricte sur K et par suite

elle admet un unique point fixe v € K, c’est a dire u est l'unique solution de I'inéquation variationnelle (4).
(12) Supposons maintenant que a est symétrique.

Soit 'application (., .), définie de H x H dans R par
(u,v)q = a(u,v) pour tousu, v € H.
Alors, (.,.), estun produit scalaire sur H. De plus, si on pose ||u||, = v/(u,u), pour toutu € H. Alors
allull® < fullf < Cllull®.

Dongc, la norme |.||, est équivalente a la norme ||.|| de H. Par suite, H est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire (., .),.

Appliquons le théoreme de Riesz-Fréchet, on obtient w € H tel que

< fiv>= (v,w), = a(v,w) = a(w,v) pourtoutv € H.
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Donc, d’apres I'équation (4), on a
alw—u,v—u)=(w—u,v—1u), <0 pourtoutv e K.
C’est a dire u = Px(w) (projection au sens du produit scalaire (., .),). Ceci équivaut a
lw = ulle = minflw —vla.

Donc

1 1

Sl — w2 = min w — v]2
C’est a dire

1

1 1 1
012+ g1l = o = mip |5l + 51012 = (w01

1 9 o1 9

sl < f.u>= iy |Flol- < 0],
Par suite

1( )= < f,u >= mi 1( V— < fov>

alu,u yu >=min | za(v, v LU >

Ceci termine la preuve. O

Remarque 2.6. Supposons qu’on a les mémes hypotheses du théoréme de Stampacchia avec K un sous espace fermé.
Alors en utilisant la caractérisation de la projection sur un sous espace vectoriel fermé, on a pour tout f € H', il existe
un unique u € K tel que

a(u,v) =< f,v > pourtoutv € K.

De plus, si a est symétrique, u a la méme caractérisation que celle du théoréme de Stampacchia.

Cas important d’application du théoreme de Lax-Milgram

Soient H et V deux espaces de Hilbert sur R tels que V' — H — V' avec injections continues et denses.

Soit a une forme bilinéaire continue et coercive de V' x V dans R.
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Soient A € L(V,V') I'opérateur associé a a par le théoreme de Lax-Milgram et Ay 1'opérateur défini sur

D(Ag)={ueV; Au € H} par
Apgu = Au pourtoutu € D(Ag).

Il faut distinguer l'opérateur A qui est linéaire continu de V' dans V' et 'opérateur Ay qui est linéaire de
D(Ap) dans H, mais pas nécessairement continu lorsque D(Ag ) est muni de la norme induite par celle de

H (D(Ap) est un sous espace vectoriel de H). En effet, on a
|Aullv: < [[Allzev,vnllullv et |lullg < cilully  pourtoutu € V.

et

|Au|lv: < co||Aul|lg  pour tout u € D(Ag).
Mais ceci n’implique pas que
lAgullg = [[Aullg < k|lu|]|lg  pour tout u € D(Ag).
La situation change si l’'on change de norme sur D(Ag).

Proposition 2.2. Sous les mémes hypothéses précédentes on a

(i) L'opérateur Ay est bijectif de D(Ap) dans H.

(i) D(Ap) est dense dans H et A est de graphe fermé, c’est a dire, si (un )nen est une suite d’éléments de D(Ap)
telle que

U, — u dans H
n—-+oo

et

Au, — f dans H,

n—-+4oo
alors,w € D(Ap) et f = Au.

(13i) D(Ag) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire du graphe défini par
(u, V) p(ay) = (u,v)u + (Au, Av)g  pour tous u, v € H.

(iv) Ag est un isomorphisme de (D(Ag), ||.|pca,)) dans H.
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Preuve. (i) Soit f € H ~ H',d’ou f € V'. D’apres le théoréeme de Lax-Milgram, il existe un unique u € V'
tel que Au = f,d’ott Au € H etalorsu € D(Ap).

(ii) a) Montrons que [D(Ag)]* = {0}.

Soit f € [D(Ag)|*. Comme f € H ~ H' C V' (H est I'espace pivot d’apres la remarquedu premier
chapitre), alors

< f,v>y v=(f,v)g =0 pourtoutv e D(Ay),

Comme f € V', alors d’apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique u € V tel que Au = f € H.
Donc, u € D(Ag) et par suite

< fiu>y y=0

< Au,u >y y=a(u,u) =0.

Comme qa est coercive sur V' x V, alors u = 0 et par suite f = Au = 0.

b) Soit (uy)nen une suite d’éléments de D(Ap) telle que

u, — u dans H
n—-+oo

et

Au, — [ dans H.

n——+oo

Comme H — V' avec injection continue alors

Au, — f dansV’.

n—-+oo

Comme A~! est continue de V' dans V, alors

A Y Au,) =u, — A7'f dansV.

n—-+oo
Donc,u = A~'f € V.D'ot, Au = f € H et par suite u € D(Ap).
(i) Il est évident que (.,.)p(a,) est un produit scalaire. Soit (u,)nen une suite de Cauchy dans D(Ap),

alors (un)nen et (Auy,)nen sont des suites de Cauchy dans H et donc elles convergent dans H. En utilisant
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le fait que A est de graphe fermé, on déduit que (u,)nen converge dans D(Ag).
(iv) Ap estbijective d’apres (i) et est linéaire. Montrons que Ay est continue de D(Ay) dans H.

Soitu € D(Ap), alors

[Arullg = [[Aulla < \/llullf + | Aullf = llullpas)-

Donc, Ay est continue et par suite c’est un isomorphisme de D(A ) muni de la norme ||| p(4,,) dans H. O
Remarque 2.7. Sous les hypothéses de la proposition précédente, on a

-1 c1c2\2 1/2
lazl < (1+ (22)

0il ¢1 et ¢y sont respectivement les constantes de la continuité des deux injections V.— H — V',

En effet, soit uw € D(Ap). Alors, en utilisant l'injection continue V — H, on obtient
lullDiay = lullfr + [ Aullz < Elully + | AmulF-
—1 ., e , .
Comme ||A™Y|| < = d’apres la remarque[2.2|et I'injection H — V' est continue, alors
«

1 c c
lully < =[lAullv: < 2[|Aullz = 2| Agul a-.
« le’ o

Donc
lollbea < (22) Tl + il = (14 (22)°) Bmaly
D’oit
lullp(an) < <1 + (652)2)1/2 |Amul g
Par suite

1 cre2\2\
lag < (1+(252))

3 Equation variationnelle dans un espace de Banach

Définition 3.1. Soient V un espace normé et A un opérateur défini sur V' i valeurs dans V'. On dit que

1) A est monotone de V dans V', si

<Au—-Av,u—v >y >0 Yu,veV
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2) A est monotone stricte de V dans V', s'il est monotone et
<Au—Av,u—v >y y=0<=u=u.
3) A est fortement monotone de V dans V', s'il existe C > 0 et p > 1 tels que
<Au—Av,u—v >y y> Clu—v|P Yu,veW.

4) A est borné, s'il transforme tout borné en un borné.
5) A est hémicontinu, si pour tous u, v, w € V, 'application de R dans R définie par X —< A(u+ \v),w >y v

est continue.

Théoreme 3.1. (Théoréme de Minty-Browder)
Soit V un espace de Banach réflexif et séparable sur R. Soit A un opérateur monotone, hémicontinu et borné de V dans
V" et coercif au sens suivant

< Av,u >

lim = +o00.
[[v]|—+o0 H’U”

Alors, A est surjectif, c’est a dire
VeV JueV telque Au= f dansV'.

Side plus, A est strictement monotone, alors A est bijectif.

Avant de donner la preuve, on a besoin de certains résultats préliminaires.

Lemme 3.2. Soit V un espace de Banach réflexif sur R. Soit A un opérateur monotone, hémicontinu et borné de V

dans V'. Alors, A est continu de V fort dans V' faible.

Preuve. Soit u,, — wdansV fort. Montrons que Au,, — Audans V' faible, c’est a dire que

n—-+oo n—-+oo

< Aup,v > — <Au,v> Yo eV.

n—-+oo

On raisonne par 'absurde et on suppose qu’il existe y € V tel que < Auy,,y >/—=< Au,y >.

Comme A est borné, alors (Auy, )nen est borné dans V' qui est réflexif, d’ott on peut extraire une sous suite
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(Aup, ren telle que Au,, — fdans V' faible.
k— 400

Comme A est monotone, alors
<Aunk_AUaunk_U>ZO Yv e V.

Comme u,, — wudansV fortet Au,, — f dans V' faible, alors
- k—+o0 " k—+o0

< Ay, Up, —v> — < fu—v> YoveV
k—+oo

et

< Av,up, —v> — <Av,u—v> WYweW
k— o0
D’ou

<f-Av,u—v>>0 YvelV.

Soit w € V quelconque. Alors, en prenant v = v — Aw ot A > 0, on obtient
< f—Alu—w),w>>0 VYA>0.
Et en prenant v = u + Aw ot A > 0, on obtient
<f—Alu+Iw),w><0 VA>0.

En utilisant le fait que A est hémicontinu et en faisant tendre A vers 0 dans les deux inégalités précédentes,
on obtient

< f—Au,w >=0.

Ceci pour tout w € V. Donc, f = Au. C’est a dire, Au,, . j Au dans V’ faible. D’ot1, en particulier
—+00

< Aup,,y > — < Au,y >.
i n—-+oo
Ce qui est absurde. Donc, Au,, j Au dans V’ faible. La preuve est terminée. O
n—-—+oo
Lemme 3.3. Soit F une application continue de R™ dans RY telle que

dr >0 tel que (F(z),x) > 0 pour tout ||z|| = r.

Alors, il existe o € RY tel que ||zo|| < 7 et F(zq) = 0.
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La preuve du lemme [3.3|est basée sur le théoreme du point fixe suivant.

Théoréme 3.2. (Théoréme de Brouwer)

Soit K un compact convexe de RN et soit T une fonction continue de K dans K. Alors, T admet un point fixe.

Preuve du lemme On raisonne par l'absurde et on suppose que pour tout x € B(0,r), F(z) # 0.
Considérons l'application T définie sur B(0, ) par

X _—TiF(x)
T@) == F@I

Alors, T est a valeurs dans B(0,r) et est continue, donc d’apres le théoreme elle admet un point fixe,

c’est a dire qu'il existe y € B(0,r) vérifiant

) = —p FW)
v=TW) = ""F)I
D’ou,
Il =7 et (F(y).y) = (F(), ) = (F<y>,r”§§z§”) = r|[F@)| <0.

Ce qui est absurde. Ceci termine la preuve. O

Maintenant, on est en mesure de démontrer le théoréme

Preuve du théoreme Elle va se faire en deux étapes.
Etape 1. L'unicité.
Supposons que A est strictement monotone.

Soit f € V’. Si u; et ug sont deux solutions, c’est a dire
A’LLl = A’LLQ = f7
alors, Au; — Aup = 0 et par suite
< Au1 - AUQ, Uy — Uy >= 0.

7 N
D ou, u; = us2.

Etape 2. L'existence.
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Elle se fait par une méthode d’approximation, appelée méthode de Galerkin.

Comme V est séparable, alors il existe une suite (w, )nen libre et totale dans V, c’est a dire, elle est formée
d’éléments linéairement indépendants et I'espace engendré par (w, ),cn est dense dans V.

On note par V,, l'espace vectoriel engendré par (wy,--- ,w,) muni de la norme induite par celle de V.

Comme V,, est de dimension finie, alors il est fermé et toutes les normes sur V,,, sont équivalentes.

On munit V,,, de la norme ||.||v,, associée au produit scalaire défini par

m m m
Vo, y€Vm, == kawk, Y= Zykwka (@ y)v,, = Zwkyk-.
k=1 k=1 k=1

Dong, V,,, est un espace de Hilbert.
Soit f e V.

(¢) Montrons qu'il existe u,, € V,, tel que
< Ay, wi >=< fywr > Vk=1,--- m. (1)

D’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, pour tout élément g € V), , il existe un unique élément ¢,,,' (g) € Vi,

tel que

<g.w>= (2,0, (9)v,, = (¢ (9),2)v,, pourtoutz € V,p,

oll ¢, est 'isomorphisme canonique de V;,, dans V..

En particulier, Au,, — f € V' C V], et donc l'équation (1) devient
< Aty — fywg >= (¢;11(Aum = fhwr)y,, =0 Vk=1,- m,

c’est a dire
d);zl(Aum —-f)=0.

On considére maintenant l'application /' définie par
F(x) = ¢, (Az — f) pour tout x € V,,,.

Il est clair que F'(x) € V,,,. Montrons que F est continue de V;,, dans V;,.
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Soit #, — x dansV,,. Alors d’apres le lemme

n—-+oo

Az, — f — Az — f faible dans V.
Comme ¢! est linéaire continue de V, dans V,,,, alors

o (Axy, — f) — ¢, (Ax — f) dans Vj,.

m n—+o00
C’est a dire

F(z,) — F(z) dansV,,.

n—-4oo
Par suite F est continue de V,,, dans V,.

De plus, pour tout x € V,,, C V,ona

(F(x),z) = (qS;ll(Aac — o)y, =< Az — fie>>< Az,z > —|fllvzllv — oo

llzlly =00

D’oty, en utilisant le fait que la norme induite par V' et la norme ||.||y,, sont équivalentes sur V,,, ,
dr >0 tel que (F(z),z) > 0 pour tout ||z|y,, =

Par suite, d’apres le lemme[3.3] il existe u,, € Vi, tel que F(u,,) = 0, c’est & dire u,, est solution de (1).
(#¢) Estimation a priori.
Comme u,, € V,,, alors

m
U, = g T W OU Ty, € R.
k=1

D’apres 'équation (1), on a

< Ay, U, >=< [, U > .

D’ou
< Aty Uy > | f v [t v
Et comme
. < Av,v >
lim —— =+00,
[T (]
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alors nécessairement (u, )men st bornée dans V. Or A est borné, d’ott (Au,y, )men est bornée dans V.
(44¢) Passage a la limite.

Comme V est réflexif alors V' est réflexif ; on peut donc extraire deux suites (uy)ren et (Aug)ken telles que
Up kﬁjoo u dans V faible et Auy kﬁjoo © dans V' faible.
Montrons que ¢ = Au = f. Pour cela, on se fixe j € N, alors pour tout £ > j, ona
< Aug,wj >=< f,w; > .
Dong, en faisant tendre k vers +oo, on obtient
<@, wj >=< f,w; > .
Ceci pour tout j € N. Mais la suite (w;) jen est totale dans V, d’otx

<, v>=< f,v> pourtoutveV.

Par suite, ¢ = f.

D’autre part, A est monotone, d’ot1 pour toutv € V,

0 << Auy — Av,uk —v >y y=< Aug, ug >yry — < Auk,v >yry — < Av,uk —V>yry

=< fiup > — < Aug,v >y y — < Av,up —v >y y .
Dong, en passant a la limite quand k& — +o00, on obtient pour toutv € V,
0<<fiu>—-<fio>y vy —<Av,u—v>y y=<f—-Av,u—v >y .
Soitw € V. Prenons v = u — Aw out A > 0, alors
<f—Alu—-Iw),w>y y>0 YA>0.
En utilisant le fait que A est hémicontinu et en faisant tendre X vers 0, on déduit que

< f — Au,w >V/,VZ 0.
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Ceci a lieu pour tout w € V. En changeant w en —w, on obtient
< f—Au,w >y, y=0 pourtoutw V.

D'ol, f = Au, ce qui prouve que A est surjectif. La preuve est terminée. O

4 Application au probleme de Dirichlet

Soit 2 un ouvert borné régulier de RY de frontiere I' = 9. On se propose d’étudier le probleme de

Dirichlet suivant

—Au+u=f dans €))]
(P) { u=20 sur I’ (2)

ol f est une fonction définie sur Q et u :  — R est la fonction inconnue.

Définition 4.1. (Solution classique)
Soit f € C(Q).

On appelle solution classique du probleme de Dirichlet (P), toute fonction u € C?(Q) vérifiant (1) et (2).

Si f n’est pas continue sur (), pour résoudre le probleme (P), on va appliquer le théoréme de Lax-
Milgram en le ramenant a un pobléme variationnel.
Pour déterminer la forme bilinéaire a, on fait un calcul formel.

Supposons que u est réguliere. Soit ¢ € D(2). Alors, on a

/QfAu()()dbLJr/ dmf/f

En utilisant la formule de Green, on obtient

/Vu Wo(x dx—/angoda-i-/ dl_/f

Comme ¢ € D(R2), alors ¢ = 0 sur I' = 01}, par suite

/Vu Woe(x )dx+/ dx_/f
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1l faut signaler que la formule précédente est bien définie si on a seulement u, p € H}(Q) et f € H-1(Q).

D’ou1 la définition suivante.

Définition 4.2. (Solution faible)
Soit f € H=1(Q).

On appelle solution faible du probleme de Dirichlet (P), toute fonction u € H}(Q) vérifiant
< Vu, Vo >r20) 2(0) + < 4,0 >020),02(0)=< f,0 > mi@ Y0 € Hy(Q).
Remarque 4.1. Si f € L?(), la solution faible u € H} () est définie par
/QVu(x)Vv(x) do + /Q w(@)o(z) do = /Qf(x)v(x) de Yoe HAQ).

Théoréme 4.2. (Existence et unicité de la solution faible)
Soit f € H~Y(Q). Alors, le probleme de Dirichlet (P) admet une unique solution faible w € HE (). De plus, u

minimise dans H} (Q) la fonctionnelle

1
J(v) = 5”’””?11(9)_ < fv ZH-1(Q),H () -

Preuve. On pose

ou Ov ]
a(u,v) = /QVu(m)VU(:E) dx —I—/Qu(x)v(x) dx = ;/ oz, (x) oz, (x)dx + /Q w(z)v(z)de Yu, v e Hy(Q)

et

L(’U) =< f,U >H—1(Q),H6(Q) Yv € H&(Q)
La formulation faible du probléme (P) devient : trouver u € H} (1) telle que
a(u,v) = L(v) Yov e HY(Q).

Nous allons vérifier les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram.
L'espace H{(£2) muni du produit scalaire (u,v) 1 () = (u,v)12(0) + (Vu, Vo) 12(q) est un espace de Hilbert

puisqu’il est un sous espace fermé de l'espace de Hilbert H*(Q2).
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L = f estbien une forme linéaire continue sur Hg () (par définition de H~1(Q)).
Montrons maintenant que a est bien définie, bilinéaire, continue et coercive de Hg (Q) x H}(Q2) dans R.

Soient u, v € H}(Q), alors u, v € L*(Q) et Vu, Vo € L3(f) et par suite d’apres I'inégalité de Holder,

N ou ov

wv € LY(Q) et VuVo = Z 7. € L*(Q). Par conséquent, a est bien définie et par linéarité du gradient
=1 08T

et de l'intégrale, on peut voir qu’elle est bilinéaire. De plus, a est continue car d’apres l'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a
la(u,v)| = ’(u,’U)Hl(Q)’ < ullgr@yllvllar)  Vu, v e H;(Q).

a est coercive car

a(u,u) = (u,u)g1(q) = HUH%H(Q) Vu € H&(Q)

Ainsi d’apres le théoreme de Lax-Milgram il existe un unique u € H}(Q2) tel que

/ Vu(z)Vo(z) dx —|—/ u(z)v(z)de =< f,0 >g-1q) i) YVE Hi(Q).
Q Q

De plus, comme a est symétrique, u est caractérisé par

1 2 _ : 1 2
§||U||H1(sz)— < fiu>g-v) @)= vefl{l[i}}m §||”UHH1(Q)— < fiv >yt )] -

C’est a dire
J(u) = in J(v).
()= o )

La preuve est terminée. O

Remarque 4.3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a I'estimation a priori suivante

lull gy < NflE-10)-

En effet, on a
||U||:;11(Q) =a(u,u) =< f,u > H-1(Q),HE () = £l -1 o llwll -

D’on, le résultat.

Proposition 4.3. Soit f € L*(Q). Alors, la solution u du probleme de Dirichlet (P) appartient a H () N H%(Q).
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