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Les théorémes d’existence locale

Dans cette section on commence par la notion de solutions approchées.

Définition 1.1 (d'une solution e— approchée)

Soit f € CO(I x U; E) ot I x U est un ouvert de R x E. Soit € > 0.
une fonction ¢ : | — U est dite solution e— approchée de I'équation

X'(t) = f(t,x(t)) si

@]l

(i) ¢ € C°(J,U) de classe C' par morceaux ( i.e. il existe m intervalles
m

Iy disjoints deux a deux tels que | = U (It) et ¢ € C'(Ix) pour chaque
k=1

k=1,.,m),

(iii) Sur tout sous intervalle K C ] oit ¢ est de classe C' on a

@' (8) = f(t,(t)]| < VEeK.
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Les théorémes d’existence locale

On se fixe maintenant un point (fp, xp) € | x U et deux réels a,r > 0 et
on pose

V = [tg —a,ty+a] x B(xo,7) CJ x U.
On a le résultat suivant.

Proposition 1.1

Soient M = Sup ||f(t,x)| et « = min(a,r/M). Alors pour tout € > 0
(t,x)eV

il existe une solution e—approchée u € C%([ty — a, to + ] ; B(xo, 7)) du pro-
bleme de Cauchy

(PC){ () = f(t.x(1), ()

X(to) = X0-

De plus

lu(t) —u(s)|| < M|t —s| Vt,s € [ty —a,to+a].




Les théorémes d’existence locale

La preuve de la proposition est basée sur le résultat suivant.

Soit ¢ : | — U une solution e—approchée de I'équation (E). Alors

t

p(t) — ¢(to) —/f(syw(S))dS <ellt—tol| Vtto €]

to
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration

On suppose t > ty (le cas t < t( se traite de la méme fagon). Il existe une
subdivision du segment [to, t] :

th=50<851< ... <8, =t

telle que pour chaque i = 0,...,m — 1, la restriction de la fonction
¢ a [s;,5:41] est de classe C! . D’out

p(siv1) — p(si) = / ¢ (s)ds.
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

Or

to = 5i
D’ou
t i—il
() — (o) — / £ 06)ds|| < 3 [ 11e') —Fls,0(5))]| ds
to =V
<ellt-tol.

O

o,
Arij BOUZELMATE O



Les théorémes d’existence locale

Démonstration de la Proposition

Soit € > 0 fixé. Puisque f est uniformément continue sur le compact V,
il existe > 0 tel que pour tout (¢,x), (s,y) € V vérifiant

5| <3 et |x—yl <.

On a
If (£, %) —f(s,y)l <e.

On subdivise le segment [t) — «, t) + a] en 2n intervalles :
fhb—a=t_, <t <. <t <tph<h..<t,=t+aq,

tel que

max |t — t;| < min(d,5/M).
i= —n+1,..n

- U
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

On définit la fonction u sur [fg — a, fg + o] de la fagon suivante :

M(to) = Xp

etpour f € Jt;, ti1q],

u(t) = { u(ts) + (¢ = t)f (8, u(t)) sii >0,
L ultipn) + (= tip)f (b, u(tig)) sii <=1

On affirme que u € C%([ty — a, ty + o] ; B(xo,7)). En effet, comme I'ex-
pression de u est donnée sur chaque segment [t;,t;,1] par la droite qui
passe par le point (¢;, u(t;)) et ayant pour pente f(t;, u(t;)); alors elle est
continue sur |t;, ;1] .
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

De plus
lirg M(t) = M(tz‘> = (ti—H — tz')f(ti, M(ti))
t=t
et im u(t) = wu(tiyq)
st

et par construction u(t) = u(t;) + (t — t;)f(t;,u(t;)). D’olt u est bien
continue au point t;,1. Par suite u est continue sur [ty — o, top + ). On
montre facilement que pour tout ¢,s € [ty — o, g + @]

[u(t) — u(s)l| < Mt —s|.

D’ou .
() = {;(tl,u( ) sii >0

( i+1, U ( z+1)) sii < -1
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

De plus ||u(t) — u(t;)|| < 6. On en déduit que u est bien une solution
e—approchée de (PC). O

Comme conséquence on va montrer le résultat d’existence locale pour
des fonctions qui sont continues.
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Les théorémes d’existence locale

Théoréme 1.1 (de Cauchy-Peano)

Soit D = I x U un ouvert de R x E et soit f une fonction définie et continue
sur D a valeurs dans E. Alors pour chaque (tg,xo) € D il existe o« > 0,7 >
0 tels que o = [to — o, to + o] C I, et il existe au moins une fonction u €
C'(Jo , B(xo, 7)) solution du probleme de Cauchy :

oy { 7<) Ve

x(to) = xo.
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Les théorémes d’existence locale

La preuve est basée sur le théoréme admis suivant.

Théoreme 1.2 (d’Arzela-Ascoli)

Soit K un espace métrique compact et soit F un espace de Banach. Un sous-
espace L de CO(K, F) est relativement compact (i.e.L est compact) si et seulemnt
Si:

(i) L est équicontinue, i.e. Yy € K, Ve > 0,3 un voisinage V de y dans K tels
que ||g(x) —g)ll <e VxeV,vgel,

(ii) I'ensemble L(y) := {g(v);g € L} est relativement compact dans F pour
tout y € K.

Remarque 1.1

Dans le cas out F est de dimension finie, le Théoreme d’Arzela-Ascoli reste
valable si on remplace la propriété (ii) par la propriété L(y) est borné pour tout
yek

/
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration du Théoreme de Cauchy -Peano

D’apres la Proposition 1.1, pour chaque n € N* il existe u, une solution

1
o approchée sur ], (tg) = [ty — a, ty + o telle que u, ([ty — a, to + o) C

B(xo, ) et vérifiant
lun(t) — un(s)|| < M|t —s| Vt,s € Ja(to).

Posons
L= {uy,ne N},

L est un sous-espace de C°(J,(t), E). De plus d’apres la relation précé-
dente 'ensemble L est équicontinue. D’autre part comme

[un (D] < [lun(to)ll + Mt — to| < lxoll +7+aM
< |lxo|l +2r Vt € Ja(to),
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

alors L est borné dans C°(J,(ty),E) et par suite d’apres le théoreme
d’Arzela- Ascoli L est relativement compact dans C°(J,(to), E). Donc il
existe une fonction u € C%(Ju(ty),E) et une sous-suite (uy, ey telles
que uy, — u dans C°(J,(ty), E) et par suite u,, converge uniformément
vers u. Comme pour tout t € J,(tp) et pour tout k € N,

t

unk(t) — X0 — f(S, uﬂk(s))ds

to

1
S 7 |t - tO‘ )
N
en faisant tendre k vers co on obtient
t
u(t) =xo+ [ f(s,u(s))ds Vte Jo(to).
to

Ce qui termine la preuve. O
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Les théorémes d’existence locale

Lorsque f est plus réguliére on a un résultat plus précis.

Théoreme 1.3 (d’existence locale)

Soit D = Ix U un ouvert de R x E et soit f une fonction définie et continue sur

D a valeurs dans E. On suppose que f est localement Lipschitzienne en x
uniformément par rapport a t. Alors pour chaque (to, xo) € D il existe o tel
que Jo, = [to — o, tg + a] C I, et il existe une unique fonction ¢ € C'(J.,E)
solution du probleme de Cauchy :

(PC){ x'(H) =f(t,x(t) VteE]Ja,

x(fo) = Xp-

Remarque 1.2

L'intervalle |, n’est pas unique; par contre une fois |, fixé, la fonction o est
unique.
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Les théorémes d’existence locale

Avant de donner la démonstration, rappelons le résultat suivant.

Théoreme 1.4 (du point fixe de Picard)

Soit (X,d) un espace métrique complet et soit f : X — X une application
strictement contractante, c’est a dire il existe 0 < k < 1 tel que

d(f(x), f(y)) <kd(x,y) pourtoutx,y e X.

Alors f posséde un unique point fixe x, c’est a dire il existe un unique x € X
tel que f(x) = x.

Xng1 = f(%n)

De plus pour tout a € X la suite (x,)nen définie par : { g
0 =

n

converge vers le point fixe x et on a d(x,x,) < d(a,xq).

1—-k
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration du théoréme

Puisque (tp,xp) € D qui est un ouvert alors il existe a > 0 et r > 0 tels

que V = [tp —a,ty +a] x é(xo, r) C D. Notons par

M= Sup |f(tx)].
(t, x)eV

M existe car f est continue sur le compact V. Comme f est localement
Lipschitzienne en x uniformément par rapport a ¢, alors elle est Lip-
schitzienne par rapport a x sur la boule B(xy,7); de constante de Lip-
schitze notée K.

- U
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

Posons

a =min(a,r/M,1/2K,) et ], = [to — a, o + @]

et considerons l'espace X = C°(J.,B(xo,7)), I'ensemble des fonctions

continues sur |, a valeurs dans B(xp, 7) muni de la distance

d(u,v) = gn]ax |lu(t) —o(t)|| pour toutu,v € X.
(S

@

(X, d) est un espace métrique complet.
On définit sur X I'application g par

t
g(u)(t) = x0 + /f(s, u(s))ds pour toutu € X et pour toutt € J,.

to

Montrons que g vérifie le théoreme du point fixe.

Arij BOUZELMATE U



Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

(i) g opére de X dans X.
En effet, soit u € X. Comme f est continue alors g(u) est bien définie et
continue sur J,, de plus pour tout t € J, ona

lg(u)(®) = xoll < / (s, u(s))ll ds| < Mt —to] <Ma<r.

fo

Dou g(u) € X.
(ii) g est une contraction stricte, c’est a dire il existe k < 1 tel que

d(g(u),g(v)) < kd(u,v) pour tout u,v € X.
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

Soient u,v € X ett € J,. Alors d’apres le choix de o on a

1g()(t) Bl < /Ilf s, u(s ,0(s))ll ds

< K max [lu(t) = o(0)] |t = to

<Ky ad(u,v) < 1d(um).

N
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

Conclusion, d’apres le théoreme du point fixe, la fonction g admet un
unique point fixe appartenant a 1'espace X c’est a dire il existe une
unique fonction ¢ € X vérifiant

t
o(t) = xo + /f(s,go(s))ds pour tout t € J,.
to
ce qui veut dire que ¢ est une solution intégrale du probleme (P) et

comme ¢ est continue alors elle est solution de (P). Ce qui acheve la
preuve du Théoréme. O
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Les théorémes d’existence locale

Proposition 1.2

Soient D = I x U un ouvert de R x E, f une fonction définie et continue
sur D a valeurs dans E. On suppose que f est localement Lipschitzienne en x
uniformément par rapport a t. Soit K un compact de D, alors il existe (=
e(K)) tel que pour chaque (to,xo) € K le probleme

P) { i’é?) ::Jzot.,xa)) Vi€ [to —e,to + €],

admet une unique solution.
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration
On se donne (t,y) € K. Soit d(t,y) > 0, tel que

J = [to— 8(t,y),to + 6(t,y)] C I, et B(y,d(t,y)) C U.

Comme f est continue, alors elle est bornée sur le compact | x
B(y,d(t,y)). D’ou il existe M(t,y) > 0 tel que

If(s,2)|| < M(t,y) pour tout (s,z) € ] x B(y,5(t,y)).

De plus comme f est localement Lipschitzienne, alors elle est Lipschit-
zienne sur le compact | x B(y, d(t,y)) et par suite il existe L(¢,y) > 0 tel
que

If(s,2) = f(s,w)|| < L(t,y) llz — ull
pour tout (s,z,u) € ] x B(y,d(t,y)) x B(y,d(t,y)).
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)
Posons

V(t) = |- 30000).0+ 36(0) | B 33(81))

Alors (V(,Y)),y)ex est un recouvrement de K par des parties ouvertes;
d’apres le théoreme de Borel-Lebesgue, il existe donc un nombre fini de

points ((t1,Y1), ..., (tn, yn)) de K tels que : K C U V(ti,yi).

i=1
Comme (tp,y0),€ K alors Il existe i € {1,...,n} tel que (fo,y0) €
V(tiayi)-
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

Considérons maintenant

M = max M(t;,y;),K= max L(t;,y;),

1<i<n 1<i<n
- 1 . -0 1
6 = Elrg?né(ti,yi), € zmm(é,]\:/[,ﬁ)-

Alors

[to — 0,t0 + 6] C [t; — 6(ti,vi), ti + 6(ti, yi)] , B(vo,9) C B(yi, 6(ti, vi))-
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Les théorémes d’existence locale

Démonstration (suite)

Donc
If(t, )]l < M pour tout |t —to| <6 et [ly — yoll <9,

IFtt,y) —f&2) ) < L ly — =l
pour tout |t —ty| < 0, |ly — yol < 9.
Par suite on peut appliquer la démonstration du Théoreme 1.3 pré-

cédent pour déduire l'existence d’une solution unique définie sur
[to — &, to + €] O

o,
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