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Plan du Cours

@ Existence des solutions des EDO

@ Equations différentielles linéaires

© Notions de stabilité
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Existence des solutions des EDO

@ Définitions de base

@ Terminologie et réduction a I'ordre 1

@ Probleme de Cauchy

© Unicité locale

@ Les Théorémes d’existence locale

@ Prolongement des solutions locales, solutions maximales

@ Propriétés qualitatives des solutions

Arij BOUZELMATE



Définitions de base

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une relation reliant
une variable réelle f, une fonction x(t) (I'inconnue) ainsi qu'un certain
nombre de ses dérivées ; c’est a dire qu'une équation différentielle ordi-
naire se présente sous la forme générale suivante :

G(t,x(t),...,x" () =0, (1.1)

ou G étant une fonction définie sur I x U a valeurs dans un espace de
Banach E (en général de dimension finie ), I un intervalle ouvert de R
et U un sous-ensemble ouvert de E.
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Définitions de base

Définition 1.1

Une solution de I'équation (1.1) est une application x : | — E telle que

(1) | est un sous-intervalle de I,

(i1) x est de classe C" dans l'intervalle |,

(iii) Pour tout point t € ], le point (x(t), ..., x"(t)) € U et de plus I'équation
(1.1) est vérifiée.

Définition 1.2
Le nombre n est appelé I'ordre de I'équation différentielle.
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Définitions de base

Définition 1.3

Si la fonction G ne dépend pas explicitement de t, mais seulement de x(t) et de
ses dérivées, on dit qu’on a une équation différentielle autonome (et dans ce
cas [ = R).

Définition 1.4

Si E est I'ensemble R, on dit qu’on a une équation différentielle scalaire.
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Définitions de base

Définition 1.5

Lorsque la différentielle partielle de G dans la direction x™) est inversible;
d’apres le théoreme des fonctions implicites, on peut, au moins localement, se
ramener de la forme (1.1) a la forme suivante :

XM (1) = F(t, x(b), ..., x" D (8)) (1.2)

La forme (1.2) est appelée EDO normale d’ordre n.
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Définitions de base

Exemple

Considérons une équation du type G(f,u,u’) =0 ot G : U — R est
une application définie et de classe C! sur un ouvert U de R.

Pour trouver une solution de ce probleme, on peut d’abord déterminer
une racine (tp, Xo, ¥o) de I’équation G(t, x, ) = 0. Ayant obtenu une telle
racine (fg, xo0, o), sil'on a

0G
7(t07 xOvyO) 7£ Oa

0y
d’apres le Théoreme des fonctions implicites, on peut trouver un voi-
sinage V C R? de (¢, xp), un voisinage ] C R de v, et une application
F:V — ] de classe C! tels que

G(t,x,F(t,x)) =0 V(t,x)e V.

Toute solution de v’ = F(t, u) sera alors une solution de G(t, u,u’) = 0.

o,
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Toute la théorie des équations différentielles ordinaires sera dévelopée
pour les équations normales.

Une équation différentielle autonome d’ordre 1 se présente sous la
forme :

X(t) =F(x(t)) (E)

On dit alors que I'équation (E) est définie par le champ de vecteur
x — F(x) (défini dans U).

La raison de cette terminologie est la suivante : Soit x une solution de
(E) définie sur un intervalle | de R ; alors I'image x(J) = I" est une courbe
dans U paramétrée par x. D’ol1 en un point x(tp) tel que F(x(ty)) #
0, la courbe I' admet une tangente dont la direction est précisément
engendrée par F(x(f)).

Pour pouvoir présenter la théorie sous un aspect plus unifié on montre
le résultat suivant.

- U
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Proposition 2.1

Toute équation différentielle normale d’ordre n se ramene a un systeme de n
équations différentielles d’ordre 1.

Démonstration
Posons

X(t) = (), x1(8)s ooy X1 (1))

(x(t), 2, ., x(”_l)(t)) :

Alors I’équation différentielle normale

XM () = F(t, x(b), ..., x" V(1))
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Démonstration (suite)

s’écrit sous la forme suivante :

X'(t) = (£, X(1)).

ouf = (fi,f2, - fn)! estun vecteur de E" défini par :

(fl(t,X(t)),fz(t,X(t)),...,fn_l(t,X(t)),fn(t,X(t))T =
(x1(£), .oy X1 (8), E(t, X ()T
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Conséquence

Etudier les équations différentielles normales d’ordre n revient a étu-
dier les équations différentielles vectorielles normales d’orde 1.

Donc pour présenter la théorie des équations différentielles ordinaires
il suffit de le faire pour les EDO d’ordre 1.

Plus exactement on se donne E un ensemble de dimension finie, D =
I x Uun ouvert de R x Eetf : D — E une fonction continue, et on
s’intéresse a I'équation différentielle normale suivante :

() =f(t, x(#)).
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Définition 2.1

Soit f une fonction définie et continue sur un ouvert D =1 x Ude R x E a
valeurs dans E. On appelle solution de I'équation différentielle ordinaire

X(t) =f(t,x(t) (E)

tout couple (p,]) oit | est un intervalle ouvert de R et ¢ est une fonction
dérivable sur | a valeurs dans E telle que
(1) (t,p(t)) € D pour tout t € J,

@) ' (t) = f(t, p(t)) Vte].
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Remarque 2.1

(i) La fonction ¢ est de classe C* sur J.

(11) Le vecteur tangent au point ¢(t) est donnée par f(t, p(t)).

(ii) Le graphe de la solution ¢ est I'ensemble

T = {(t,p();t € J} CR xE,

I est appelée courbe intégrale de Iéquation différentielle.

(iv) Si diim E = n, alors ¢ est un vecteur i n composantes de classe C' sur .
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Définition 2.2

Soient (¢1,]1), (¢2,]2) deux solutions d'une méme équation différentielle.
On dit que (2, ]2) est un prolongement de (1, J1) si et seulement si J; C J»
et la restriction de @ (t) = @1 (t) pour tout t € J; .

Définition 2.3

Soient J1, J» deux intervalles de R tels que J; C | .

(1) On dit que (o, J1) est globale dans |, si et seulement si p admet un prolon-
gement ¢ solution sur tout J,.

(i) On dit qu’une solution (p,]1) est maximale dans [ si et seulement si ¢
n’admet pas de prolongement (¢, K) tel que 1 € K C J,.
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Terminologie et réduction a 'ordre 1

Exemple 2.1

Considérons I'équation différentielle : X' (t) = x*(t). Alors,
1

S
10, +o00[ .

Remarque 2.2

Toute solution globale sur un intervalle | est maximale sur |, mais la réciproque
est fausse.

,]—1,0[) est globale dans |—o0,0[ et (% 10, 1[) est maximale dans
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